Josip Slisko, Puebla, México

Zabavni zadatak u kojem puz izlazi iz bunara ili se
penje na stup kre¢uéi se gore-dolje je vjerojatno je-
dan od najpopularnijh u svom zanru. U MiS-u broj
83 prikazana je malo poznata ali pou¢na povijest
njegova pogresnog rieSavanja od strane Cuvenih
matematic¢ara (Slisko 2016.).

Sto se tige prisustva zadatka u kolskoj aritmetici,
zanimljiva su dva detalja njegova prvog pojavlji-
vanja u najpoznatijem engleskom udzbeniku ele-
mentarne aritmetike, koji je 1746. godine napisao
sveceniki ucitelj Thomas Dilworth. Prvi detalj je nje-
gova formulacija u potpuno drukéijem kontekstu:

Izracunana udaljenost izmedu Londona i Yorka je
150 milja. Jedan Covjek krene iz Londona i prvo ide
prema Yorku 20 milja, a onda se vraca prema Lon-
donu 15 milja. Koliko viemena ¢e pro¢i prije nego
stigne na kraj svog putovanja?

(Dilworth 1752., Pitanje 91, str. 166.)

Drugi detalj je Dilworthov pogresan odgovor “30
dana”. ToCan odgovor “27 dana” bit ¢e prezenti-
ran ucenicima tek u 23. engleskom izdanju, objav-
lienom 1787. godine (7 godina nakon Dilworthove
smrti i 40 godina nakon prvog izdanja). Medutim,
odgovor “30 dana” ¢e nastaviti postojanje barem
do 11. ameritkog izdanja koje se pojavilo 1825.
godine!

Malo je matematickih problema toliko puta, s to-
liko razli¢itih razloga i formulacija, spomenuto u
Casopisima americkog Nacionalnog savjeta nas-
tavnika matematike. Evo pet primjera u prilog toj
tvrdniji:

Jedan majmun, u bunaru dubokom 25 stopa, penje
se Cetiri stope tijekom dana, ali se nocu klize natrag
tri stope. Koliko ¢e dana biti potrebno majmunu da

dosegne vrh bunara? (Odgovor nije 25 dana.).
(Earl 1966.)

Jedan majmun je na dnu bunara od 30 stopa. On
se, svakodnevno, penje tri stope i klizne dvije stope
nadolje. Kada on dosezZe vrh?

(Bradfield 1970.)

Zabac Kermit je pao u rupu duboku 10 metara dok
je Setao sumom. Svakog dana je mogao skociti
samo 3 metra uz zid rupe. Svake noci je kliznuo
nadolje 2 metra. Koliko dana je trebalo Kermitu da
izade iz rupe?

(Jensen & O'Neil 1982.)

Jedan Zabac je na dnu bunara dubokog 10 meta-
ra i Sirokog 2 metra na vrhu. Prvog dana se popne
5 metara, ali nocu klizne nadolje 4 metra. Ako to isto
radi svakog dana, kojeg dana ce izaCi iz bunara?
(van de Walle, O'Daffer, & Charles 1988.)

Jedan puZ je na dnu bunara od 10 stopa. Svakog
dana se penje nagore 3 stope, ali nocu klizne na-
dolje 2 stope. Koliko dana ¢e mu trebati da izade iz
bunara?

(Kelly 1999.)

Popularnosti zadatka doprinosi i Cinjenica da se
njime koriste autori knjiga o rjeSavanju matema-
tickih problema namijenjenih nastavnicima, kako u
formulaciji s puzem (Posamentier & Krulik 2009.;
Schnabel & Trapp 2014.) tako i u formulaciji sa
Zapcem (Posamentier & Krulik 2008.).

Unato¢ velikoj popularnosti problema i poznatom
fenomenu njegova “brzog rjeSavanja”, gotovo da i
ne postoji istrazivacka literatura koja izviestava o
finim detaljima uceniCkog trazenja rjeSenja. Je-
dine dvije studije koje su mi poznate odnose se
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na semanticku analizu ucenicke chat-komunikacije
tijlekom rjeSavanja problema (Schreiber 2013.) i
na istrazivanje potencijala pripremljenin “kognitiv-
nih alatki” (crtezi i tablice) koje se daju u¢enicima
dabiim se olaksalo nalazenije rieSenja (Reuter, Sch-
notz & Rasch 2015.).

Problem s puzem koji se penje i spusta privukao
je moju paznju poCetkom 2008. godine kada sam
poceo skupljati materijal za pripremu novog kolegi-
ja “Razvoj sposobnosti kompleksnog misljenja”. O
razlozima za koriStenje zagonetkii problema zabav-
ne matematike u poducavanju studenata o zamka-
ma koje nam postavlja rutinsko misljenje ve¢ sam
pisao u ovom Casopisu (SlisSko 2015b.).

Formulacija za koju sam se opredijelio bila je slje-
deca:

Ne navodeci razloge, jedan puz Zeli sti¢i na vrh stu-
pa visokog 10 metara. Tijekom dana se popne 3
metra, ali se tijekom nodi spusti za 2 metra. Za
koliko dana i noci ¢e puz sti¢i na vrh stupa?

a)7dana b)8dana c)9dana d) 10 dana.

Iskreno govoreci, pomalo sam se pribojavao da je
problem previSe poznat i da je prelagan za stu-
dente koji Zele studirati fiziku. Studentska rjesenja
su pokazala da nisam bio u pravu. Znacajan broj
studenata je birao odgovor “10 dana”, tako da je
problem odigrao zamisljenu ulogu jasnog indikato-
ra prisustva “brzog misljenja”.

Ugodno iznenadenje bile su dvije grupe neocekiva-
nih studentskih rjeSenja. Neki vizualno nadareni
studenti su problem rjesavali korektnom upotre-
bom grafova “prijedeni put — vrijeme”.

Studenti koji imaju dara za algebarsko modeliranje
nasli su riesenje na sliedeéi nacin:

Neka je x broj dana u kojima se puZ penje po
3 metra, a y broj no¢i u kojima se spusta za 2
metra. Kretanje puza se moZe modelirati preko
sustava jednadzbi:

3x—-2y=10
x—y=1

RjeSenja ovog sustava sux = 8 iy = 7. Dakle,
puz stize na vrh stupa nakon 8 dana i 7 noci.

Ova rjeSenja su mi omogucila da obogatim student-
ske aktivnosti, traze¢i da oni svoja prva rieSenja
problema (obi¢no, aritmeticka ili tabli¢na) provjera-
vaju grafiCki i algebarski.

Graficko rjeSenje je dozvoljavalo i dodatno pro-
dubljivanje mijenjanjem polozaja referentne tocke
u odnosu na koju se odreduje polozaj puza. Ona
se, bez posebnog razmatranja, uzima u podnoZzju
stupa. Za studente je bio veliki izazov naci ob-
lik grafa kada se referentna tocka postavi na vrh
ili na sredinu stupa. Nikada ne¢u zaboraviti nji-
hovo odusevljenje kada su “otkrili” da vrijednosti
poloZaja puza ovise, a da oblik grafa ne ovisi o
polozaju referentne toCke.

Dodatni potencijal situacije sa zagonentnim kre-
tanjem puza je traziti od ucenika da nadu netrivi-
jalnu razliku izmedu puzeva ukupnog prijedenog
puta i pomaka. Tu sam moguénost iskoristio u
svom udzbeniku fizike “Fizika 1. Vjezbaonica uma”
(Slisko 2009.).

U kolegiju “Filozofija znanosti”, koji sam 2010. go-
dine odrzao za studente matematike, govorio sam
i 0 vaznosti i metodologiji edukacijskih istrazivanja
koja moraju biti empirijska osnova “filozofije peda-
goskin znanosti”. Nekim studentima se svidjela
ideja i zeljeli su je isprobati u sluaju uc¢enja mate-
matike. Kako nisam znao kakva je situacija u nas-
tavi matematike, jedini problem koji sam “imao pri
ruci” bio je problem s puzem koji se penje i spusta.
Student Carlos Morales je pokazivao najvi§e intere-
sa, jer je osim matematike studirao i za nastavnika
matematike. Zbog povijesnih i politickih razloga, ta
dva studija su u Meksiku potpuno odvojena.

U preliminarnom istrazivanju smo nasli da vecina
ucenika izmedu 13 i 14 godina daje odgovore “10
dana i 10 no¢i” ili “10 dana i 9 no¢i". Ono &to
nas je iznenadilo bili su odgovori koji su se temeljli
na “pogadanju” proizvoljnih kombinacija broja da-
na i noci koje “izbacuju” korektnu vrijednost visine
stupa (10 metara). Jedno od tih “riesenje” je bilo:
Cetiri dana i jedna no¢! Argument je bio sljedeci:
(4-3m)—(1-2m)=10m.

U formalnom istrazivanju, koje je provedeno 2011,
godine, ucenici su, pored svojih riesenja za pro-

blem puza, trebali ocijeniti rieSenje “Cetiri dana i
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jedna no¢”. Opcije odgovora su bile: “RjeSenje je
to¢no.”, “RjeSenje nije tocno.” i “Ne znam kako da
ocijenim to rjeSenje.” Svaki odgovor je trebao biti

argumentiran.

Rezultati su bili jako informativni. 35 % ucenika je
smatralo da je rjeSenje to¢no jer racunske operaci-
je daju to€nu visinu stupa. Nije teSko zakljuciti da
ti ucenici, zahvaljuju¢i pogresnoj nastavi, vjeruju
da je matematika tek puki skup racunskih opera-
cija bez ikakve veze sa stvarnim svijetom. Jedi-
ne greske u matematici su, prema tom vjerovanju,
greske u izvodenju tih operacija.

Zanimljivi su argumenti 47 % ucenika koji smatraju
da je rjeSenje “Cetiri dana i jedna no¢” pogresno.
Vecina njih (62 %) odbacuiju rjesenje samo zbog to-
ga jer se razlikuje od njihovog koje je, po njihovom
misljenju “to€no”. Na primer: “Nije to¢no jer puz
treba 10 danai 10 no¢i.”

Relativho maniji broj uCenika (38 %) je iskazao spo-
sobnost kritickog misljenja i koriStenja znanja iz re-
alnog svijeta. 26 % ucenika je prepoznalo ¢injenicu
da Cetiri dana ne mogu proci, a da ne produ tri noci.
Tajargument, baziran na osnovnim ¢injenicama po-
imanja smjene dana i noc¢i, smo ocekivali (doduse
kod znatno veceg broja ucenika).

Medutim, 12 % ucenika je ponudilo argument koji
nismo predvidjeli. Oni su odbacili rieSenje “Cetiri
dana i jedna no¢” kriticki analiziraju¢i njegovu im-
plikaciju u kontekstu problema: “Puz se ne moze
popeti na visinu od 12 metara ako je stup visok

samo 10 metara.”

Ova epizoda pokazuje da u¢enici imaju potencijale
kreativnog i kritickog misljenja koji ostaju nerealizi-
rani jer im jednostavno ne dajemo priliku da pokazu
S$to sve znaju i mogu napraviti.

Zahvaljuju¢i spomenutom interesu studenata, po-
¢eo sam drzati kolegije povezane s edukacijskim is-
trazivanjima u ucenju matematike. Kako sam imao
iskustva u analizi udzbenika iz fizike, bilo mi je pri-
rodno da za temu istrazivanja sa studentima oda-
berem analizu udzbenika iz matematike. Zanima-
le su nas artificijelne kontekstualizacije problema
iz matematike koje ucenicima stvaraju nepotreb-
ne teskoce u razumijevanju i uéenju matemati¢kog
modeliranja (Slisko 2015a.).

Pokazalo se da se u udZbenicima matematike ne
posvecuje dovoljna paznja niti razlici izmedu “situ-
acijskog modela” (detaljna mentalna predodzba si-
tuacije na koju se odnosi problem) i “matematickog
modela” (maksimalno pojednostavljenog modela
situacije) niti se uc¢enicima daju upute kako se mi-
saono i prakti¢no ostvaruje prijelaz od “situacijskog
modela” do “matemati¢kog modela”. Jasno je da
ucenici koji nisu u stanju ostvariti taj prelaz, ne mo-
gu nac¢i matematicko rjesenje koje se temelji na
“matemati¢kom modelu”.

Tu je ideju moguce eksprimentalno istrazivati upra-
VO na problemu puza koji se penje i spusta. Moje
magistrandice Carolina Cenobio i Dalila Sanchez
su nedavno, s u€enicima od 14 do 17 godina, pre-
liminarno istrazile:

Kakve su uceniCke spontane vizualizacije (cr-
tezi) situacije koja je implicitno opisana u raz-
licitim formulacijama problema s puzem (ko-
ristenje cijelih brojeva, decimalnih brojeva i raz-
lomaka)?

Kakav tip spontanih vizualizacija omogucava
nalazenje to¢nog rieSenja?

Prema klasifikaciji koje su predloZile Hegarty i Koz-
henikova (1999.), uceniCki crtezi se mogu podijeliti
na “zorne” (slika 1) i “shematske” (slika 2). Kroz
shematske crteze ucenici nastoje iskazati matema-
tiCki model situacije ili proniknuti u kvantitativnu bit
problemske situacije zanemarujuéi nebitne pojav-
ne detalje.

Pokazalo se da uCenici koji uspijevaju do¢i do
to¢nog odgovora najcesce prezentiraju neku she-

2 I i
Slika 1. Zorna spontana vizualizacija problema s puzem
W D
k| ‘—\th

Slika 2. Shematska vizualizacija proble-
ma s puzem (Dia = Dan; Noche = No¢)
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matsku reprezentaciju situacije, dok ucenici koji da-
ju netocan odgovor “ostaju” na zornom nivou kojim
dominiraju nevazni situacijski detalji.

Povijest matematike i njene nastave pokazuje da
su zadatci, koji imaju istu matematic¢ku strukturu
kao zabavni zadatak s kretanjem puza, pogresno
rieSavani, kako od strane vrhunskih matematicara
(Fibonaccii Calandri) tako i od strane autora jednog
od najpopularnijih engleskih udzbenika elementar-
ne aritmetike u 18. st. (Dilworth). Ta Cinjenica imp-
licira da danasnja pogresna ucenicka rieSenja nisu
dokaz njihove intelektualne inferiornosti nego sig-
nal da i oni, kao i matematiCari i ucitelji iz proslih
vremena, koriste u rieSavanju “brzo misljenje” koje
ne uzima u obzir rubne uvjete zadatka.

Prostor ne dozvoljava da detaljnije komentiram i
ostale zanimljive rezultate spomenutog probnog is-
trazivanja. Pokazalo se, na primjer, da na u¢enicka
rieSenja utjeCu koriStenje razlomaka u formulaciji
problema, redoslijed ponudenih odgovora i razi-
na njihova kognitivnog razvoja. Medutim, ono §to
zelim preporuciti nastavnicima matematike je slje-
dece:

UcCenicki odgovori, kako u problemu kretanja puZa
tako i u svim ostalim problemima zabavne mate-
matike, predstavljaju zanimljivo | uzbudljivo polje
istraZivanja, apsolutno nuzno za poboljSanje nas-
tave matematike. U tom istraZivanju, originalnost
neocekivanih, kako tocnih tako i netoc¢nih rieSenja,
za sve je nastavnike — istrazivace pravi “nebeski dar”
koji visestruko nagraduje trud i vrijeme uloZeno u
analizu i razumijevanje autenticnog uéeni¢kog ma-
tematickog misljenja.

Na kraju moram parafrazirati lijepu misao koju je is-
kazao poznati brazilski pedagog Paulo Freire: Edu-
kacija se ne odvija kada ucenici u¢e od nastavnika.
Prava edukacija se odvija kada i nastavnik uc¢i od
ucenika.
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