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Testiranje statistickih
hipoteza u GeoGebri
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Uvod

Jedna od osnovnih zadaca statistike je na teme-
lju uzorka ocijeniti kakvu razdiobu ima promatrano
(populacijsko) statisticko obiljezje X.

Mnoge praktiCne situacije u vezi sa slu¢ajnim po-
javama zahtijevaju da se donesu odluke tipa DA
ili NE. Primjerice pri pra¢enju procesa proizvodnie
nekog proizvoda (uzmimo za primjer proces proiz-
vodnije baterija) treba, na temelju rezultata mjerenja
X1, ..., X, statistickog obiljezja X, donijeti odluku o
tome osigurava li proces proizvodnje ili ne osigu-
rava zahtijevanu kvalitetu. Pritom se pretpostavlja
da obilieZje X, koje karakterizira kvalitetu pojedi-
nog proizvoda (npr. trajnost baterije) ima sluc¢ajni
karakter.

Drugim rije¢ima, na temelju n mjerenja slucajne
varijable X tj. na temelju vrijednosti (xi,...,x,)
slu¢ajnog uzorka (Xi,...,X,) donosimo odluku

Aleksandra-Maria Vukovic,
Gornji Mihaljevec

o prihvac¢anju (DA) ili odbacivanju (NE) odredene
pretpostavke o svojstvima sluc¢ajne varijable X.
Takva pretpostavka zove se statisticka hipoteza,
a provjera istinitosti te hipoteze tj. postupak do-
nosenja odluke o prihvacanju ili odbacivanju statis-
tiCke hipoteze zove se testiranje (statisticki test).
Hipotezu koju testiramo zovemo nulta hipoteza ili
nul-hipoteza i obiliezavamo je sa Hy. Alternativnu
hipotezu obiljezavamo sa H.

StatistiCki test moze biti:

e parametarski: testiramo hipotezu koja se od-
nosi na parametar pretpostavljene razdiobe

e neparametarski: testiramo hipotezu koja se
odnosi na tip pretpostavljene razdiobe.

Hipoteza je:

e jednostavna ako jednoznac¢no odreduje razdi-
obu statistickog obiljezja X

e sloZena ako jednoznacno ne odreduje razdiobu
statistickog obiljezja X.

Pritom je vazno naglasiti da niti jedan statisticki za-
klju¢ak o populaciji na bazi uzorka nije stopostotno
siguran. Tako i prihva¢anje neke hipoteze na teme-
lju uzorka ne znadi da je ta hipoteza to¢na. Zato je
umijesto “hipotezu prihvacamo” ispravnije re¢i “na
osnovi uzorka ne postoji razlog za odbacivanje hi-
poteze”.

Aleksandra-Maria Vukovi¢, prof., 0oSs Gorniji Mihaljevec, Macinec, amvukovic@gmail . com
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Pogreske pri donosenju
odluke

Prilikom donoSenja odluke o istinitosti hipoteze
postoje dvije vrste mogucih pogresaka:

e pogreska 1. vrste: odbacili smo nultu hipotezu
ako je ona istinita

e pogreska 2. vrste: prihvatili smo nultu hipotezu
ako je ona neistinita.

Moguce situacije prikazane tablicom:

Hj je to¢na Hj je netocna
prihvacéamo Hy v pogreska 2. vrste
odbacujemo Hy pogredka 1. vrste v

Vijerojatnosti tih pogreSaka oznacavamo sa:
e o = P(pogreska 1. vrste)

= P(odbacujemo Hy|H, totna)
e 3 = P(pogreska 2. vrste)

= P(prihva¢amo Hy|Hy neto¢na)

Vjerojatnosti mogucih situacija prikazane tablicom:

Hy jetocna Hj je netoCna
prinvacamo H, 1—«a B
odbacujemo H a 1-8
a je nivo signifikantnosti ili razina zna€ajnosti, a

1 — f = P(odbacujemo Hy|Hy netoéna) snaga
testa.

Koraci pri testiranju hipoteza

Za testiranje hipoteze treba:

1) definirati Hy i H| (postavljanje hipoteza)

2) izabrati uzorak (definirati test-statistiku na os-
novi Cijih vrijednosti se donose odluke)

3) izracunati testne velicine (za zadanu razinu
znacajnosti o odrediti kriticno podrudje tj. skup
svih mogucih vrijednosti test-statistike za koje
se odbacuje nulta hipoteza u korist alternativne)

4) ispitati je i vrijednost test-statistike izraCunane
iz uzorka u kriticnom podrucju

5) donijeti odluku — prihvac¢anije ili odbacivanje
nulte hipoteze (ako je izraCunana vrijednost test-
-statistike u kritiénom podrucju nul-hipoteza se
odbacuje u korist alternativne hipoteze, u sup-
rotnom se nul-hipoteza prihvaca).

Primjeri testiranja statistickih
hipoteza u GeoGebri

1. Test o ocekivanju normalno distribuirane
populacije

Primjer 1. Dvosmjerni Z test srednjih vrijednosti

Pretpostavlja se da je prosjecno vrijeme studiranja
na jednom studiju 3.5 godina. Utvrdeno je da je
150 studenata izabranih u uzorak (f < 5 %) stu-
diralo 3.45 godina s prosje¢nim odstupanjem od
0.5 godina. Potrebno je navedenu pretpostavku
testirati sa 95 % pouzdanosti.

a) Postavljanje hipoteza

Dvosmijernim testom (engl. two-tailed test) se ko-
ristimo kada se unaprijed ne moze sa sigurnoséu
odrediti smjer neke razlike.

Postavljamo nultu i alternativnu hipotezu, gdje nul-
ta hipoteza glasi da je aritmeti¢ka sredina uzorka u
jednaka nekoj pretpostavljenoj aritmetickoj sredini
populacije Uy, a alternativna hipoteza glasi da je
aritmetiCka sredina uzorka razliCita od aritmeticke
sredine populacije

H()ZMZM() — H()ZMZ?).S
Hy:p#u = Hi:u#35

b) Testiranje s pomocu kalkulatora vjerojatnosti
u GeoGebri

Odabrat ¢emo u GeoGebri izbornik Pogled > Tablica.

Klikom u bilo koju ¢eliju tabliénog prikaza aktivira-
ju se pripadni alati. Iz druge grupe alata odabrat
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Razdioba| Statistika |

Z test srednjin vrijednosti v

Nultahipoteza = (3.5 |

Alternativna pretpostavka ()= (= @ =

A sredina 345
alos
N [150

Rezultat

Z test srednjih vrijednosti

Slika 1. Kalkulator vjerojatnosti u GeoGebri'

¢emo alat Kalkulator vjerojatnosti > kartica Statisti-
ka. Potrebno je upisati odgovaraju¢e parametre.

c) Interval prihva¢anja hipoteze

P=95% — a=0.05 = dvosmjeran test
Zaj2 = 20.025 = 1.96.

Ako je —zgpp < Z < zgjp = nNe mozemo
odbaciti Hy

Z-vrijednost je u podrucju za prihvac¢anje

~1.96 < Z(—1.22) < 1.96.

A, sredina 3.45
a 0.5
5p ooaos |  ___.--="777
N 150 | ---"""
z -1.2247
P 0.2207

Odbacuje se H, Odbacuje se H,
0,025 0,025
z=-1,22
-1,96 ! 0 1,96 :

Slika 2. Kriti¢na podruéja na rubu raspodiele
kod dvosmijernog Z testa srednjih vrijednosti

A. sredina = aritmeticka
sredina

s = standardna devijacija
populacije (upisujemo
o populacije jer Hy
glasi da nema statisticki
znacajne razlike)

N = veli¢ina uzorka

________________________

SP = standardna pogreska

Z = standardizirana
testna velicina

P = p-vrijednost (povrsina
ispod normalne krivulje
lijevo i desno od Z)

Odluka: prihvaca se hipoteza za or = 0.05.

Zaklju¢ak: Nema dokaza da prosje¢no vrijeme stu-
diranja nije 3.5 godine.

Primjer 2. Jednosmjerni Z test srednjih vrijednosti

Poznato je da napon u elektricnoj mrezi od 220 volti
ima normalnu distribuciju sa standardnom devija-
cijom od 6 volti. Ako je 16 nezavisnih mjerenja dalo
rezultate:

208,216,215,228,210,224, 212,213,
224,218,206, 209,208, 218, 220, 206

s razinom znacajnosti 0.01 provjerite pretpostavku
da je do$lo do pada srednjeg napona u elektricnoj
mrezi.

a) Postavljanje hipoteza

Jednosmijerni test (engl. one-tailed test) primjenjuje
se kada je smijer efekta specificiran u alternativnoj

1 Ako je veli¢ina uzorka manja od 30 i/ili je nepoznata standardna devijacija populacije, umjesto Z-vrijednosti se racuna t-vrijednost iz tablice

povrsina Studentove ili #-distribucije za n — 1 stupnjeva slobode.

broj 84 / godina 17. / travanj 2016.



hipotezi.

Hy:u=u = Hy:u=220
Hi:u<u = Hp:u<220

b) Testiranje s pomocu kalkulatora vjerojatnosti
u GeoGebri

Aritmeticku sredinu uzorka mozete izraCunatiili izra-
dom liste od danih rezultata mjerenja i upisom od-
govaraju¢e naredbe u Traku za unos algebarskog
prikaza ili se koristite Tablicnim prikazom i odgova-
raju¢im alatom odnosno naredbom.

S pomocu Kalkulatora vjerojatnosti testirajte hipote-
zu da je doslo do pada srednjeg napona na elekt-
riénoj mrezi (Z test srednjih vrijednosti).

c) Interval prihvaéanja hipoteze i rjeSenje

Kritiéno podrucje na rubu raspodijele kod jednos-
mijernog Z testa “manje od” je cijelo na lijevoj strani,
pa

H, odbacujemo ako je Z < —zq.

Kako rijesiti problem ako nemamo tablicu kri-
tiénih vrijednosti parametra Z, pa ne mozemo iz-
raCunati vrijednost z,, i usporediti je s dobivenom
Z-vrijedno$¢u? GeoGebra i za to ima rjeSenje jer
se automatski izraGunava i p-vrijednost® (vidi ob-
jasnjenje uz prethodni primjer), samo $to kod jed-
nosmjernog testa dobivena p-vrijednost predstav-
lia povrsinu ispod normalne krivulje lijevo (ako je
H, : u < up)odnosnodesno (akoje Hy : 1 > o)
od z-vrijednosti. Za p-vrijednost vrijedi:’

Hj odbacujemo ako je P < «.
Rjesenje. Aritmeticka sredina = 214.69, Hy : u =

220, Hy : u < 220, ¢ = 0.01, Z = —3.54,
P = 0.0002.

Kako je P < a (0.0002 < 0.01), odbacujemo
nultu hipotezu tj. do$lo je do pada napona.

2 Oznaka p-vrijednosti u Kalkulatoru vjerojatnosti u GeoGebri je P.

Primjer 3. Dvosmjerni T test srednje vrijednosti

Tvornica tvrdi da je prosje€na ¢vrstoca njezinih ba-
krenih kablova 350 kg. Sluzba kontrole kvalitete
obavila je ispitivanje ¢vrstoc¢e na slu¢ajnom uzorku
od 10 kablova te su dobivene vrijednosti (u kg)

360, 370, 385, 367, 355, 365, 375, 330, 342, 320.

Moze li se prihvatiti tvrdnja da je prosjecna ¢vrsto¢a
kablova 350 kg? Razina signifikantnosti je 5 %.

a) Postavljanje hipoteza

Ranije je naglaSeno da se u slucaju malog broja
podataka i/ili nepoznate standardne devijacije po-
pulacije, pri testiranju hipoteze o sredini populacije,
provodi t-test (u GeoGebri T test srednje vrijednos-
ti). U tom slucaju se standardna devijacija popula-
cije o zamjenjuje standardnom devijacijom uzorka
s.

Hy:u=u = Hy:u=350
Hy:p# Uy = Hy:pu#350

b) Izradun testnih veli¢ina i testiranje s pomocu
kalkulatora vjerojatnosti u GeoGebri

U Tablicnom prikazu u GeoGebri treba izracunati
potrebne vrijednosti i testirati hipotezu s pomocu
Kalkulatora vjerojatnosti (T test srednje vrijednost).

c) Interval prihvaéanja hipoteze
AKO Je —1g 2 <t<tys = ne mozemo odbaciti Hy.

Kako je f0.025(9) = 2.26, a testna veli¢ina je
t = 1.065, prihvaca se hipoteza za o¢ = 0.05.
Nema dokaza da prosjec¢na ¢vrstoc¢a nije 350 kg.

Napomena. Kao i kod Z testa srednjih vrijednosti,
mozemo primijeniti alternativno pravilo odlu€ivanja
na temelju p-vrijednosti pri Cemu Hy odbacujemo
akoje P < o

3 Ovo je tzv. alternativno pravilo odlugivanja, odlugivanje na temelju p-vrijednosti ili empirijske razine signifikantnosti.

mnAS
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~ Tablica
I EEIE =R
c3 | 7.+ |=standardnaDeijacijaUzorka[1:A10] |
s | = G o [ E |
1 360 N 10
2 | 370 | ASuzor. | 3569
3 25 swor. [ 048]
4 | 36TISP 5.48
S5l 55 '
8 3685 £3/sgrt(cl
= — _+ grt{cl)
3 | 330 |
g | 42
10 | 320 |
e .

Slika 3. Kalkulacije u proracunskoj tablici GeoGebre

s = standardna devijacija uzorka | mmee--
SP = standardna pogreska
Ss = broj stupnjeva slobode = N -1 !
t = standardizirana testna veli¢ina :

Odbacuje se H, Odbacuje se H, o=1 6,314 | 12,706 | 63,657
<+ —
2 2,920 | 4,303 | 9,925
0,025 0,025 3 2,353 | 3182 | 53841
9 1,83 2,26 | 325
2.26 0 2,26 10 1,81 223 | 347
11 1,8 | 220 | 3,11
12 1,78 | 218 | 3,08

A. sredina || 356.9
s 20.49
5P 6.4795
M 10
55 g
. t 1.0649
P P 0.3147

Nulta hipoteza p= 350 |

Alternativna pretpostavka ()= (= @ =

Uzorak

A sredina | 356.9

s|2040 |

N |10

Rezultat

T test srednje vrijednosti

jednosmj. [ 0,05 0,025 0,005

dvosmj. 0,10 0,05 0,01

Slika 4. Kriticna podrucja na rubu raspodijele kod dvosmijernog T testa srednje vrijednosti

2. Testiranje hipoteze o razlici aritmeti¢kih
sredina dvaju skupova

Razlikujemo nekoliko tipova ove vrste testiranja hi-
poteze, ovisno o vrsti (nezavisni ili zavisni uzorci) i
velicini uzoraka. TipiCni primjeri dvaju nezavisnih

uzoraka su npr. dvije srednje skole, dva razredna
odjela, mladi i starifi ispitaniciitd. UobiCajeni primjer
zavisnih uzoraka je mjerenje prije i poslije kod npr.
provjeravanja djelovanja neke terapije ili pokusa i
sl. Veliina uzorka odreduje nacin izracunavanja
testnih veliCina.

broj 84 / godina 17. / travanj 2016.



| ovdje se koristimo Z testom i Studentovim #-te-
stom ovisno o tome imamo li standardne devijacije
uzoraka ili ne.

Primjer 4. Testiranje hipoteze o razlici ... dvaju
nezavisnih uzoraka, t-test

Zanima nas postoji li razlika u visini izmedu mla-
di¢a i djevojaka u prvim razredima jedne srednje
Skole. Mijerenjem visina 40 mladi¢a i 54 djevojke
dobili smo sljedece rezultate:

X, =177.5cm, s, =09.1cm;
X, =163.6cm, s;=8.4cm.

Je li razlika izmedu ovih dviju skupina statisticki
znacajna?

a) Postavljanje hipoteza

Nulta hipoteza: mladic¢i i djevojke ne razlikuju se
znacajno u visini. Alternativna hipoteza: mladi¢i su
vi§i od djevojaka.

Ho @t < Uy
Hy o W > W

Ovdje se zapravo radi o jednosmjernom testu na
gornju granicu tj. testu “ve¢e od”, pa hipoteze
mozemo formulirati i na sljedeci nacin:

HO:.u’m_l-’l'dSO
Hy oy — g >0

b) Testiranje s pomocu kalkulatora vjerojatnosti
u GeoGebri

Napomena. U svakodnevnoj praksi najces¢e ima-
mo niz neobradenin podataka (rezultate nekog
mijerenja). Vrlo lako mozemo prenijeti te podat-
ke u Tablicni prikaz GeoGebre (“kopiraj-zalijepi”) i
koristenjem ponudenih naredbi izracunati sve pot-
rebne parametre.

c) Interval prihvaéanja hipoteze

AKO € tigratunano < fa(ss) = ne moZemo
odbaciti Hy gdje je ss broj stupnjeva slobode i
ss =Ny + N, — 2.

Razdioba | Statistika

T tesd radika srednjih wrijednost -

Multa hipoteza pa-pz= 0
Afemiathina pretpostadiea (< @ Da
[+ Landano
Uzorak Uzorak 2
A sredina 1775 A sredina 1636
591 s B4
|40 M |54

Renmat

T test, razlika srednph vrijednost

Uzorak 1 || Uzorak 2
A, sredina 177.5 163.6

5 .1 : 8.4

Ll 40 54
5P 1.8157

55 92

£ 76556

P o

Slika 5.

Uz razinu signifikantnosti od 5 % imamo:

a = 0.05, uz ss = 92 je grani¢na tabli¢na vrijednost

l‘a(SS) = l()_05(92) =1.99.

Odluka: t = 7.66 > 14,05(92) = 1.99, pa odbacu-
jemo nultu hipotezu i prihnvacamo alternativnu.

Zakljucak: Razlika od 177.5 — 163.6 = 13.9cm
izmedu prosjecne visine mladi¢a i djevojaka je sta-
tistiCki znacajna.

ZakljuCak

Implementiranjem proracunske tablice, statistickih
alata i naredbi GeoGebra se svrstala medu vr-
lo mocne programe za statistiCku analizu — kako
elementarnu, tako i viSu. To se posebice odnosi
na Kalkulator vjerojatnosti koji omogucava relativno
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jednostavno i brzo testiranje statistickin hipoteza.
Komparativha prednost ovog alata je §to se vrlo
lako, bez koriStenja bilo kakvih naredbi i u samo
nekoliko Kklikova, dolazi do referentnih vrijednosti
za testiranje hipoteze. Dovoljno je upisati osnov-
ne parametre potrebne za pojedino testiranje, a
GeoGebra sama ratuna odgovarajuce testne ve-
licine. Osim toga, ako i raspolazemo neobradenim

malne distribucije ili usporedujemo rezultate testi-
ranja u dva paralelna razredna odjela, pitajuci se
jesu li uoCene razlike statistiCki znacajne ili ne...

Uporabom GeoGebre i njezinog alata Kalkulator
vjerojatnosti ne samo da Cete si olakSati statistiCka
testiranja, ve¢ je to i dobra prilika da ponovite sta-
tistiCke sadrzaje.

podatcima, njihov prijenos u proracunsku tablicu
GeoGebre je vrlo jednostavan, a na raspolaganiju
je niz razlicitin statistickih naredbi za izratun pot-
rebnih parametara.

LITERATURA

1/ Z. Pause, Uvod u matematicku statistiku, Skolska kniji-
ga, Zagreb, 1993,

U ovom ¢lanku su predstavljena tek tri statisticka
testa od preko deset koliko ih je na raspolaganju
u GeoGebrinu Kalkulatoru vjerojatnosti. Odabrala
sam one testove koji su najblizi nasoj svakodnev-
noj odgojnoobrazovnojpraksi: vrlo ¢esto se pitamo
odstupaju li rezultati testiranja u nekom razrednom
odjelu statisticki zna¢ajno od pretpostavljene nor-

2/ M. Bensi¢, N. Suvak, Uvod u vjerojatnost i statisti-
ku, nastavni materijal za kolegij StatistiCki praktikum,
Sveutiliste J.J. Strossmayera, Odjel za matematiku,
http://www.mathos.unios.hr/uvis/UVIS_
knjiga_final/UVIS_knjiga web.pdf, 2014.

Postovani,

Matematicko drustvo “Istra” organizira 6. svibnja 2016. ve¢ tradicionalni 11. Festi-
val matematike u hotelu Brioni u Puli. Festival okuplja veliki broj u¢enika i mentora
osnovnih i srednjin Skola Republike Hrvatske. Prosle 2016. godine nastupilo je vise
od 600 sudionika i pedesetak mentora te dvadesetak organizatora, pa i ove godine
oCekujemo barem isti broj.

Na Festivalu matematike odrZava se ekipno natjecanje Ekipa za 5+, smotra ucenickih
radova projekata Matematika+ i Pula+. Detaljnije o projektima mozete pogledati na
stranicama MDI,

MAal

Pozivamo vas da upotpunite Festival predavanjima za mentore uz predstavljanje udzbenickih i ostalih izdanja te da
nam, donirate nagrade ucenicima natjecateljima u obliku knjiga, mapa, blokova i sliénog promotivnog materijala.
Miesto za prodaju ¢emo vam osigurati bez naknade.

http://md-istra.blogspot.com/ i http://www.mdi.hr/

Srdacan pozdrav,
predsjednik Matemati¢kog drustva “Istra”
Robert Gortan, prof.
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