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O pseudojednakokracnim trokutima
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Sefket Arslanagic, Sarajevo, BiH
Alija Muminagic¢, Nyk@bing, Danska

Kada su u pitanju simetrale unutarnjih kutova tro-
kuta, poznato je da vrijedi Steinerov' teorem koji
glasi:

Ako su duljine simetrala dvaju unutarnjih kutova tro-
kuta jednake, trokut je jednakokracan.

Recimo da se u [1] nalazi sedam raznih dokaza
ovog teorema.

Sada se sasvim opravdano postavlja sljedece pita-
nje:

Je li trokut jednakokraCan ako su duljine simetrala
dvaju vanjskih kutova jednake?

Pod duljinom simetrale vanjskog kuta trokuta po-
drazumijeva se duljina odsjecka sto ga simetrale
vanjskog kuta trokuta ¢ine s produzetkom nasu-
protne stranice njemu odgovarajuéeg unutarnjeg
kuta tog trokuta.

Dokazat ¢emo da ne vrijedi potvrdan odgovaor, tj.
vrijedi s = sg, ali [AC| # |BC)|.

Dokaz. Neka je u trokutu ABC koji nije jednako-
kratan (slika) |AB| = ¢, |BC| = a, |CA| = b,
o = 132°, B = 12°, v = 36° sq = |AD],
sg = |BE| i pritom vriledi 5o, = sg, gdje su s i
s duljine simetrala vanjskin kutova ot i 8. Doka-
zat ¢emo da je s = sg. (UoCimo da ovdje vrijedi
a>y>pf = a>c>Db)

Sa slike vidimo da je:
1 1
JDAC = 5(180"—04) = 5(180"—132") =24°

kao i
JDAB = 4DAC+<CAB = 24°+132° = 156°.

U trokutu ABD je

JADB = 180° — IDAB — JABD
= 180° — 156° — 12° = 12°,

$to znaci da je zbog JADB = JABD = 12°
trokut ABD jednakokracan te je:

|AD| = |AB| (D
U trokutu ABE je
1
JABE (= SxBy) = 3(180° — )

1
= 5 (180° — 12°) = 84°

Prof. dr. sc. Sefket Arslanagi¢, Sarajevo, Bosna i Hercegovina, asefket@pmf . unsa.ba

Alija Muminagi¢, Nykpbing, Danska
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kao i
JEAB = 180° — o0 = 180° — 132° = 48°
te

JAEB = 180° — JABE — JEAB
= 180° — 84° — 48° = 48°

$to znadi da je zbog JEAB = JAEB = 48° i
trokut ABE jednakokracan te je:

|AB| = |BE|. 2)
Sadaiz (1) i (2) slijedi:
Sq =SB,
a trokut ABC nije jednakokrac¢an. Ovim je nasa

tvrdnja dokazana.

Definicija. Trokut koji ima jednake duljine simetrala
dvaju vanjskih kutova, a nije jednakokracan naziva
se pseudojednakokracan.

U matematic¢koj literaturi nalazimo da se ovakvi tro-
kuti nazivaju Emmerichovi* trokuti.

Dokazat ¢emo sada jedan teorem koji se odnosi
na stranice pseudojednakokra¢nog trokuta.

Teorem. Za stranice pseudojednakokracnog tro-
kuta vrijedi jednakost:

& —P(a+b) +3abc —ab(a+b) =0. (3)

Dokaz. S prethodne slike uo¢avamo da je:

Papas — Papac = Paasc,
g,
%Sa - csin (90° + %) - %sa - bsin (90° — %)
= %bcsina /'2
<= sa~ccos%fsa~bcos%

:2bcsin%cos% /:cos%;«éo

mnAS

<= sq-(c—Db) :2bcsin%

o
2bcsin —
csin -

c—b

o /1 —cosa
Zbog poznatih obrazaca sin £} =+ —

P+ —d?

= 5q =

icoso = sada dobivamo:

2bc
17b2+c2—a2
2bc
2b
So = ‘ 2
“ c—>b
a* — (b —c)?
4b%c?* -
:\/ ‘ 4bc
c—b ’
tj.
be(a+b—c)la—b+c
5 = V )( ) @
c—b
te analogno
acla+b—c)b—a+c
. Vac( I ) (5
a—c
jer imamo (slika):
Parasc = Pasce — Paaes,
tj.
. . 180°
< i = L0 i SO
_c~sﬁsin180 -B
2 2
ac . P B a-sp B
<= 5 251n2c0s2— > 0052
. 1
—c;ﬁcosg /:Ecosg#o

= 2acsin§ = aspg — csg,

a odavde:

sacsin? 2acsin?
o acsmzzacsmz:zac\/m
p a—c a—c a—c 2

2 A. Emmerich, njemacki matematicar, Zivio i radio u drugoj polovici 19. i prvoj polovici 20. stolieéa
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| @+ 2 —b?

_ 2ac
a—c 2
2ac \/Zac—az—c2+b2
Ta—c 4ac
1
= ac [b* — (a — ¢)?]
~ Vacla+b—c)(b+c—a)

a—=c¢

Kako je sq = sg, dobivamo zbog (4) i (5):

Vbcla+b—c)la—b+c)
c—b
~ Vacla+b—c)(b—a+c)
a—c
<« (a—c)*bela+b—c)la—b+c)
= (¢ —b)*lacla+b—c)(b—a+c)]
b(a—c)*(a—b + ¢) = a(c—b)*(b—a + ¢)
(a* — 2ac + ¢*)(ab — b* + bc)
= (¢* — 2bc + b*)(ab — a* + ac)
<= abc* — 2d*bc + a’b — b*¢* + 2ab’c
— a*b? + bc® — 2abc* + abe
= abc® — 2ab*c + ab® — a*c* + 2a*be
—a*b* + ac® — 2abc® + ab’c
— ac® — bc® — dc* + b*c? 4 3d’be
—3ab*c+ab’ —a’b =0
— A(a—b) - *d® —b*) +3abc(a — b)

(!

—ab(d® —b*) =0

— (a—Db)[c* — *(a+b)+ 3abc
—ab(a+b)] =0

= ¢ —*(a+b)+3abc —ab(a+b) =0

(lerjea # b, ti.a — b # 0), aovo je (3). [ |

Dokazimo jo$ da u pseudojednakokracnom trokutu
vrijedi jednakost

4Rr,—c* —ab=0 (6)
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Dokaz. Stavimo li u (3) da je abc = 4RP,
P a+b+c
e = S =
s—c
opisane kruznice trokuta ABC, P povrsina tog tro-
kuta i r. polumijer pripisane kruznice trokuta ABC

koja odgovara stranici ¢; dobivamo:

, gdje je R polumijer

¢ —c*(a+b) +3abc — ab(a+b) =0

< c—ac* — b + 3abc—a*b — ab* = 0

= 2abc — ac* — a*b — b — ab?

+¢ +abc =0
2abc — (ac® + a*b + be* + ab®

—c* —abc) =0

2abc — [*(a+b —c)

+abla+b—c)]=0

!

!

2abc — (a+ b —¢)(¢? +ab) =0
abc — W(cz—l—ab) =0

abc — (s —c¢)(c* +ab) =0
abc — c*(s — c)

—ab(s—c)=0 /:(s—c#0)

abc

1o

— —ct—ab=0
s—c
4RP

= 5~ —ab=0
P
Te

<= 4Rr. —c* —ab =0,

aovo je (6). |
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