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Al-Khwarizmijeva metoda

riesavanja kvadratnih jednadzbi
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Arapski matemati¢ar Abu Jafar Muhammad ibn
Musa Al-Khwarizmi (oko 790. — oko 850.) autor je
prvog djela o algebri, “Hisab al-jabr w'al-mugabala”,
koje je zamislieno kao prakti¢ni priru¢nik za riesava-
nje problema u trgovini, podjeli nasljiedstva, te izradi
prora¢una tadasnje islamske zajednice. Priru¢nik
se sastojao od aritmetickih pravila za linearne i kva-
dratne jednadZbe, pravila za podjelu nasljedstva, te
elementarne geometrije.

Rije¢i al-jabr (iz koje se razvila rijeC algebra) i al-
muqgabala su nazivi radnji kojima su se rjesavale
jednadzbe. Operacija al-jabr odnosila se na ukla-
njanje negativnih izraza iz jednadzbe, a operacija
al-muqabala predstavljala je uklanjanje jednakih ve-
licina koje su se javljale s obiju strana jednadzbe.
Uzmemo li na primjer, jednadzbu 4x+5 = 7 — 2x,
primjenom operacije al-jabr prevodimo je u ob-
lik 6x +5 = 7, a zatim primjenom operacije al-
-muqabala dobivamo oblik 6x = 2.

Ljiliana Primorac Gajcic¢, Osijek

U Clanku je predstavlijena geometrijska
ilustracija postupka rieSavanja odredenih
kvadratnih jednadzbi kojom se koristio
arapski matematic¢ar Al-Khwarizmi

(oko 790. — oko 850.).

Al-Khwarizmi je poznavao linearne i kvadratne jed-
nadzbe, a budu¢i da arapski matematicari tog vre-
mena nisu poznavali negativne brojeve, umijes-
to danas poznatog opceg oblika kvadratne jed-
nadzbe ax’> + bx + ¢ = 0, Al-Khwarizmi je raz-
likovao 6 tipova:

1. ax® = bx

2. ax’> =c

3. bx=c

4. ax’> +bx=c
5. ax’ 4 ¢ = bx
6. bx + ¢ = ax*.

Sve linearne i kvadratne jednadzbe mogu se sves-
ti na jedan od navedenih tipova, a svodenje je
ukljucivalo operacije al-jabr i al-muqabala.

Za jednadzbe prva tri tipa rjeSenja su ocita, uz
napomenu da nula nije smatrana rjeSenjem jed-
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nadzbe prvog tipa, dok je za preostale tipove jed-
nadzbi Al-Khwarizmi detaljno objasnio postupak
rieSavanja, te naveo i geometrijsku ilustraciju sa-
mog postupka. Geometrijska ilustracija zahtijevala
je izjednadavanije koeficijenta uz x> sa 1, a dulji-
na stranice kvadrata koja je predstavljala x bila je
proizvoljna.

Promotrimo sad jednadzbu x> + 4x = 45. To je
ocito jednadzba Cetvrtog tipa i na njoj ¢emo ilustri-
rati Al-Khwarizmijevu metodu rieSavanja. Kvadratu
A1B1C1D; povrsine x% docrtamo dva pravokutnika

b
sa stranicama duljine 2 tj. 2 i x. Zbroj povrSina

kvadrata i pravokutnika je 45, tj. x> + 4x = 45.
Docrtamo li dobivenom liku kvadrat povrsine 4, ka-
ko je prikazano na slici 1, dobit ¢emo novi kvadrat
E\F1G D, sa stranicama duljine x + 2 i povr§Sinom
49. Dakle, x je 5.
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Slika 1.

U slucaju jednadZbe petog tipa, Al-Khwarizmi pos-
tupak rieSavanja svodi na formulu

(G

b2
te je navedeno da u slucaju kad je (E) < ¢ jed-
b 2
nadzba nema riesenja, a u slucaju kad je (§> =

¢, rieSenje jednadzbe je upravo 7 Takoder Al-
-Khwarizmi daje geometrijski postupak rjeSavanja

uz pretpostavku da je 3 > x, dok je za sluCajeve

b
x> 2 postupak vrlo sli¢an.

Rije$imo jednadzbu x> + 16 = 10x Al-Khwarizmije-
vom metodom, slika 2.

Kvadratu A, B, C>D> povrsine x% docrtamo pravo-
kutnik DAy ELF, povréine 16. Ocito je |F2Ca| =
10. Neka su to¢ke G, i H polovista duzina F,C; |
E>B,, redom. Produljimo duzinu H,G, preko tocke
G, do tocke I, tako da vrijedi |Galh| = |G2Ds|, te
odredimo tocku J; tako da je Cetverokut G,1J, F;
pravokutnik. Odredimo togku K> na duzini IrJ,
tako da vrijedi |K2l| = |LG,|, te odredimo
to¢ku L, tako da je Cetverokut GoI, K> L, kvadrat.
Uoc¢imo da su pravokutnici Hy A2 DGy | Fala Ko J,
medusobno sukladni. Povrsina kvadrata E,Hy1J;

b 2
je (§> , 1j. 25, te kada njemu uklonimo kvadrat
G,1,K;L,, dobivamo lik Cija je povr§ina 16. Sli-
jedi da je povrsSina kvadrata G,I,K,L, jednaka

A 2
(§> — ¢, 1. 25 — 16 = 9, pa su stranice duljine
|G2D2| = 3, te slijedi x = |D2C2| = |G2C2| —

|G2D,| = 5 — 3 = 2. Na ovaj nadin dobiveno
. . b b\ 2
rieSenje odgovara rjeSenju x = 3 (§> —c

I

Slika 2.

Al-Khwarizmi je uocio da i |C,L,| takoder pred-
stavlja rieSenje jednadzbe (odgovara rieSenju x =
b b\2

3 + <§) — ¢) alito nije istaknuo pri rjeSavaniju.
Takoder se nije bavio geometrijskim metodama za

b

rieSavanje specijalnog slu¢aja 5= c iako ga je
poznavao.

Slicno kao kod jednadzbe petog tipa, geome-
trijskom metodom dobiveno rieSenje jednadzbe
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Sestog tipa predstavlja rieSenje dobiveno formu-

b b\2 . .
lomx = 5 + (5) + ¢. Geometrijska ilustra-

cija postupka rie$avanja jednadzbe 8x + 20 = x?
prikazana je na slici 3.

Neka je A3B3C3Ds kvadrat povréine x>. Na duzini
A;D5 odredimo todku Es, a na duzini B;C; todku
F3, tako da vrijedi |A3E;| = |B3F3| = 8 iis-
taknimo pravokutnik AsB3F3E3. PovrSina pravo-
kutnika A3B3F3E5 je 8x, a povrSina pravokutni-
ka E3F3C3D5 je 20. Neka je tocka Gs poloviste
duzine B3 F3, te odredimo toc¢ku J3 na duzini E3F3
tako da vrijedi |F3Gs| = |F3J3|. Zatim odredimo
tocku K3 tako da je Cetverokut G3F3J3K3 kvad-

A 2
rat povrsine (5) , 1. 16. Neka je H; toCka na
duzini C3D5 za koju vrijedi |G3C3| = |C3H3| =

X — 7 a I; to¢ka na pravcu G3K3 tako da vri-
jedi |G3I3| = |G3Cs5), te je povr§ina kvadrata
G3C3Hs 15 jednaka (x - 9) Takoder vrijedi
|C3F3| = x—b, |K;3| = |G| —|G3K3| = x—b,
D3| = |CDs| — |C| = 2.

Slika 3.

Neka je tocka L3 sjeciste duzina EsF3 i Hjzls.
Pravokutnici EsL3H3D3 i L313K3J3 su medusobno

sukladni, a njihova povr$ina iznosi (x — b) 5 Ocito

je povrsina kvadrata Gz C3H313 jednaka zbroju po-
vr§ina pravokutnika F3C3Hs L3, L313K3J5 i kvadra-

by 2
ta G3F3J3K3, odnosno (5) +c 1. 42420 = 36.
S druge strane, stranica kvadrata G3C3H315 je du-

b
ljine x — o . x —4, paslijedix—4 = 6,1 x = 10.

Promotrimo li sada Al-Khwarizmijeve metode rje-
Savanja kvadratnih jednadzbi, pomislit ¢emo da
se opisanim postupcima ne mogu dobiti negativni
brojevi kao rieSenja. Razlog tomu je vrlo jednosta-
van. U vrijeme kad se razvila ova metoda, matema-
tiCari nisu poznavali negativne brojeve. Medutim,
dane geometrijske metode zaista nalaze sve realne
korijene promatranih kvadratnih jednadzbi.

Oznagimo s —r negativan korijen jednadzbe x? +
bx = c¢. Tada imamo (—r)? + b(—r) = ¢, t].
r?> = br+c. Dakle, r je pozitivan korijen jednadzbe
x* = bx + ¢. Sada mozemo reci da je apsolutna
vrijednost negativnog korijena jednadzbe x>+ bx =
¢ pozitivan korijen jednadzbe x> = bx-+c i obratno.

Uzmimo za primjer jednadzbu x> 4+ 5x = 6. Nega-
tivan korijen ove jednadzbe je —6, a 6 je pozitivan
korijen jednadzbe x> = 5x + 6. Prema tome, kako
bi se geometrijskom metodom zaista pronasli svi
realni korijeni kvadratne jednadzbe, umijesto jedne
jednadzbe potrebno je rijesiti dvije na nacin kako je
gore objasnjeno.
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