Vesna Skocir, Zagreb

Matematika je intuitivna. Veliki je
propust ako tijekom Skolovanja uc¢enik
ne osjeti taj dio njezine prirode.
Kre¢emo li se uvijek istom stazom,
uvjezbavamo li uvijek iste osnovne
formule, radimo i to na isti nacin
kako bi ucenicima bilo lak§e shvatiti
metodu, serviramo li udzbenike s
gotovim rjeSenjima, neminovno je

da se na tom putovanju prestajemo
osvrtati. Vazno je doc¢i do cilja i to $to
prije. .. Ovo je putovanje rutinsko, na
njemu se osje¢amo sigurno, ali nas
liepota i energija krajolika ne dotiCu.
Ba$ zato ne smijemo odustati od
istrazivanja. Istrazivanje daje slobodu

S

Nejednadzbe

— varijacije na temu

kretanja — nepredvidivo je. Dobivamo “osjec¢aj prostora” neovisno o tome je li taj prostor
opipljiv ili potpuno apstraktan. Taj je osje¢aj pravo bogatstvo jer ¢e nas ponekad voditi put
rieSenja, a ponekad nas “opteretiti” sumnjom da dobiveno rieSenje (ma kako se radun &inio
dobar) nije ispravno. lli ¢e, kao u tekstu koji slijedi, sugerirati da alat koji posjedujemo moze
imati daleko Siru primjenu. Da, bas je zato dobro ponekad i zalutati.

Vazno svojstvo realne funkcije je njezin predznak,
to jest podatak na kojem je dijelu domene funk-
cija pozitivna, a na kojem negativna. Za funkciju
f :D — R, D C R, to bi znacilo odrediti skup
svih rie$enja nejednadzbe f (x) > 0, x € D, od-
nosnof (x) < 0,x € D. Pritom se mozemo Koristiti
jednom od strategija:

1. transformirati nejednadzbu u njoj ekvivalentnu
koju znamo rijesiti,

2. nacrtati graf funkcije i vidjeti gdje su vrijednos-
ti te funkcije pozitivne/negativne (gdje se toCke
grafa nalaze iznad/ispod osi x).

Tako primjerice za lineamnu funkciju f (x) = x +
1, zadanu na cijelom skupu R, iz nejednadzbe
f(x) >0,x+1 >0, proizlazi x > —1. | sli¢no,
izf(x) <0,x+ 1 <0, proizlazix < —1. Dakle,
na intervalu ( —oo, —1) funkcija je negativna, na
(—1,400) pozitivna, a jednaka je nulizax = —1.
Ovo rjesenje mozemo procitati i iz grafa funkcije:
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Iz razreda
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U sluéaju kvadratne nejednadzbe, primjerice x> +
3x — 10 < 0, prva dva ¢lana nadopunimo na pot-
puni kvadrat i dobijemo:

3\ /3)?
x2+3x—|—<§) —(5) —10<0

—E <X+5<5,

i konacno —5 < x < 2.

No samo Ce rijetki na ovaj nadin rjeSavati
kvadratne nejednadzbe. Obicno ih rieSavamo
graficki: odredimo njezine nul-toCke (za
X +3x—10<0,tosux; = —5,x =2)

i skiciramo graf:

Vi

_5\/ /2

UocCimo interval na kojem se graf nalazi ispod osi
x. Taj interval predstavija rieSenje zadane nejed-
nadzbe.
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—572> 0 f(0)=
(2,400)

Da je kojim sluCajem funkcija f bila faktorizirana, tj.
zapisana u obliku f (x) = (x+5)(x—2), sasvim je
sigurno da bismo nejednadZbu f (x) < 0 rieSavali
skicom odgovarajuce kvadratne funkcije. No §to bi
se dogodilo kada bismo “zaboravili” da je umnozak
dviju linearnih funkcija, kvadratna funkcija?

Nacrtamo brojevni pravac i na njemu oznac¢imo nul-
-tocke funkcije:

=5 2

Tim to¢kama odredeni su intervali: { —co, —5),
(—5,2) i(2,+00) . Linearne funkcije

fix)=x+5, xe€R |
fa(x) =x—2, x€R,

ne mijenjaju predznak unutar pojedinog intervala.
Tako je primjerice funkcija f1 (x) = x + 5 negativna
naintervalu: ( —oo, —5) , a pozitivna naintervalima
(—5,2) i(2,400). Zato je i predznak umnoska
linearih funkcija na pojedinim intervalima stalan.
Da bismo ga odredili, dovoljno je uzeti bilo koju
to¢ku intervala i u njoj izracunati predznak:

Vrijednost funkcije:
pozmvna/negatlvna

—5)  —10 f(- —1045)(—10-2)>
(o+5)(0—2)<0

5 F5)=(5+5)(5-2)>0

~_
N

Citamo skup rjesenja: ( —5,2) .

Kada na ovaj nacin funkciju “provu¢emo” kroz nul-
-tocke, dobijemo valovitu krivulju: vrijednost funk-
cije iz pozitivne prelazi u negativnu i obratno. To
nije slu¢ajno. U svakoj od nul-toCaka predznak
mijenja samo jedan faktor. Zato, odredimo li pred-
znak funkcije na jednome od intervala, znat ¢emo

broj 83 / godina 17. / veljata 2016.



njezin predznak i na ostalim intervalima. Ipak, tre-
ba biti oprezan. U slucaju visestrukih nul-tocki ova
pravilnost moze biti naruSena. Tako je primjerice
funkcija f (x) = (x — 1)? koja ima dvostruku nul-
-tocku x; » = 1, pozitivna i na intervalu { —oo, 1) i
naintervalu ( 1, +00) .

Naizgled su to sve zgodne varijacije na temu kva-
dratnih nejednadzbi, ali bez neke osobite vaznosti.
No samo naizgled, jer ista se razmatranja mogu
ucinkovito primijeniti i na slozenije funkcije: ako
se funkcija moZe napisati kao umnoZak linearnih
funkcija, onda je sli¢nim postupkom jednostavno
odrediti na kojem je dijelu domene takva funkcija
pozitivna, odnosno negativna.

Pogledajmo to na sliede¢im primjerima:

Primjer 1.

2 437 +2x<0.

Najprije faktoriziramo funkciju na lijevoj strani ne-
jednadzbe:

x(x—2) (x—l— %) <0,

Oznac¢imo nul-tocke na brojevnome pravcu kako
bismo razaznaliintervale. Zamijetimo da su sve nul-
-toCke jednostruke, pa ¢e funkcija promijeniti pred-
znak prelaskom iz jednog u drugi interval.

o=

Predznak funkcije mozemo odrediti na bilo kojemu
od njih. Primjerice,

1€(0,2), f(1)=-21(1-2) (1 + %) > 0.

To je dovoljno da proc¢itamo predznak funkcije i na
ostalim intervalima:

N+ N
NS AN

1
Skup svih rieSenje nejednadzbe jest: [2,0] U
[2,400).

Zamijetimo da smo nacrtali i krivulju koja zorno pri-
kazuje predznak funkcije. Napomenimo da to nije
graf funkcije, nego samo “gruba” skica ponasanja
funkcije na skupu R. Ponekad se ovakva skica
naziva “kvalitativni” graf funkcije.

Primjer 2.
x—1 x—1
<

x2—4 = x=2

Nejednadzbu prevedemo u onu koja na desnoj
strani ima nulu:

x—1 x—1

- — <0.
xX2—4 x-2-
Nakon sredivanja dobijemo:
(x—1)(x+1) > 0.
(x=2)(x+2)

Ova je nejednadzba ekvivalenta nejednadzbi
(=1 (x+1)(x—2)(x+2) > 0; x#2,x# —2.

Pronademo njezina rjeSenja na cijelom skupu re-
alnih brojeva te na kraju napravimo “korekciju” i iz
dobivenog skupa rjesenja “izbacimo” tocke preki-
da (x = 2,x = —2), ako su se u tom skupu nasle.

| opet s pomocu brojevnoga pravca razaznamo in-
tervale te potom odredimo predznak funkcije na
jednome od njih.

-2 -1 1 2

0e(—1,1) : £(0)=(0—1)(0+1)(0—2)(0+2)>0.

N SN
AA\-H \—/2\ ]
tocka tocka

prekida prekida

Rjesenje: (—oo, —2) U [—1,1] U (2, +00).
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Primjer 3.

(x—1)*(x —2)(x+4)
G343 =V

Ova je nejednadzba ekvivalentna nejednadzbi
(x—1)*(x—2)(x+4) (x+3)}(x*+3) > 0, x#-3.

Faktor x> 4 3 vedi je od nule za svako x € R paga
smijemo “ispustiti” — ekvivalencija ¢e i dalje ostati
saCuvana.

Faktor (x — 1)? jednak je nuli jedinozax = 1, a
u svim je ostalim slucajevima veéi od nule. | njega
smijemo ispustiti, ali pamtimo da je x = 1 rjeSenje
dane nejednadzbe.

Sligno, (x + 3)? smijemo “skratiti” tako da umjesto
njega zadrzimo samo linearni ¢lan (x + 3). Naime,
x = —3 sigurno nije rieSenje nejednadzbe, jer u
njoj funkcija sigurno nije definirana, a za sve ostale
x € Rrijedi (x + 3)% > 0.
Preostaje rijesiti nejednadzbu:
(x=2)(x+4)(x+3)>0, x#-3.

Oznacimo nul-tocke na brojevnom pravcu:

-4 3 1 2

Dobra je i “gruba” skica; vazno je jedino da uredaj
ostane saCuvan. Dalje postupamo kao u prethod-
nom primjeru:

0€e(=3,2): £(0) = (0—2)(0+4)(0+3) < 0.

Dakle, skupriesenjaje: [—4, —3) U{1}U[2, +00) .

Ovo je dobra prigoda da se (bez dokazal) napravi
korak dalje. Svojstvo neprekidnih funkcija:

Ako funkcija f, neprekidna na intervalu { a, b) , niti u
jednoj toCki toga intervala nema vrijednost jednaku
nuli, onda ona na tom intervalu ima stalan predznak.

omogucuje da istu metodu intervala primijenimo
i onda kad je funkcija f nejednadzbe f (x) > 0
(f (x) < 0), bilo koja neprekidna funkcija.

Pretpostavimo da funkcija f koja je neprekidna na
cijelom podrucju definicije ima konaCan broj nul-
-to¢aka. Nul-tocke dijele podrucje definicije na ko-
nacan broj intervala na kojima funkcija ima stalan
predznak. Da bismo ga odredili, dovoljno je iz-
racunati vrijednost funkcije u bilo kojoj tocki inter-
vala. Preostaje “provu¢i” funkciju kroz nul-tocke
brojevnoga pravca i “procitati” rieSenje.

Primjer 4.

(x* —4)(x —4)Inx > 0.

Funkcifa f(x) = (x> — 4)(x — 4)Inx definira-
na je na intervalu na (0,+oc0) i neprekidna je
u svakoj toCki toga intervala. Ima tri nul-toCke
(x1 = 1, x = 2, x3 = 4) kojima je podrucje
definicije podijeljeno na Cetiri intervala:

(0,1), (1,2), (2,4), (4, 400).

Kako je:

£(0.5) = (0.25 — 4)(0.5 — 4) - In(0.5) < 0
f(L5) = (2.25 - 4)(1.5 — 4) - In(1.5) > 0
fB3)=0-4)03B-4)-I@3) <

f(

<0
5)=(25—-4)(5-4)-In5>0

slijedi da vrijedi:

Rjesenje nejednadzbe je skup: [1,2] U [4, +00) .

broj 83 / godina 17. / veljata 2016.



Funkcijaf Ciji je graf prikazan na slici, neprekidna je je funkcija negativna naintervalu { 0, 2) .
na intervalima ( —oo, a), {(a,b) i (b, +00). Nje- Na kraju dobijemo valovitu krivulju:
zine su nul-toCke x1, X2, X3, X4 i X5, a u toCkama a

i b ima prekid.
y /
+ +

/ /_2 o[ _ N 15
a x |0 XZUXSb X, X\ x

Iz grafa je lako vidjeti da je skup [x1, x2] U [x3, b) U
[x4, x5] riesenje nejednadzbe f (x) > 0.

iz koje “Citamo” rjesenje: (—oo, —2] U (0,2] U

{15},

Nejednadzbe zadane i ovako slozenijim
funkcijama mozemo rijesiti na ve¢ opi-
sani nacin. Treba samo pronaci interva-
le na kojima se predznak funkcije ne mi- Matematiéki obeéavajuéa 201e6. gOdlM
jenja. To znaci da na brojevnome prav-
cu uz nul-toc¢ke treba oznaditi i tocke
prekida, razaznati intervale te odrediti

522 4
predznak na svakome od njih. 27-37-7=2016

1+2+3+..+63=(%)=2016
Primjer 5.
(° — 4)y/T5 —x F+4+5+6 +7 +8 +9°=2016

<0.

X
VE+22+ 3+ . +63°=2016
Zbog korijena funkciju promatramo na

intervalu ( —oo, 15].  Njezine su nul- 1P-2°+3 -4+ .. - 62°+63°=2016

-tocke X1 = —2, Xy = 2, X3 = 15, au _

to¢ki x = Oima prekid. Tim su tockama 666 + 666 + 666 + 6 + 6 + 6 = 2016

odredeni intervali: 888+888+88+88+8+8+8+8+8+8+8+8=2016
1 _

5 0 | s 999 + 999 +9 + 9 =2016

1234+ 567 + 89 + 123 + 1 +2=2016
(—o0,-2], (—2,0), (0,2), (2,15].

20427+ 28+ 27+ 20+ 2° =2"2° - 1) = 2016

U svakome od njih odaberemo jed-
nu toc¢ku i izraGunamo vrijednost funk-
cije u toj tocki. Primjerice, f (1) =

2
% < 0, pa odatle znamo da
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