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Od jednostavnog

do slozenog kamatnog racuna
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Sonja Banic, Ivani¢ Grad

Oc&ekujemo da ucenici 0 osnovnoj
Skoli upoznaju jednostavni
kamatni raun i primijene ga u

o Zivotnim situacijama. U stvarnosti,
jednostavni kamatni racun
primjenjuje se rijetko, uglavnom

za vremenska razdoblja kra¢a od godine dana i u kratkoro&nim potroSackim kreditima. U
vecini primjera $tednje i dugovanja primjenjuje se slozeno ukamacivanije.

Ucenici osnovne Skole mogu kroz primjere pojmiti
princip sloZzenog ukamacivanja, ali za izracun svih
vrijednosti potrebno je znanje potencija s racional-
nim eksponentom te aritmetickog i geometrijskog
niza. Stoga se sloZeni kamatni raun i njegova
primjena mogu uciti tek u srednjoj Skoli. Zbog
vaznosti financijske pismenosti ova tema trebala bi
se poucavati u svim programima srednjoskolskog
obrazovanja.

Osnovna razlika izmedu jednostavnog i sloZzenog
kamatnog racuna je u tome Sto se kod jednos-
tavnog raCuna kamata za svako razdoblie uka-
macivanja rac¢una uvijek od iste glavnica, dok se
kod slozenog kamatnog racuna za svako razdob-
lie kamata pripisuje glavnici. Kazemo da je kod
slozenog kamatnog racuna glavnica promijenjiva,
odnosno da se racuna “kamata na kamatu”.

Razdoblje ukamacivanja je razdoblje nakon kojeg
se kamata pripisuje glavnici. Uobicajeno je da se
kamatna stopa odnosi na godinu dana, pa su jed-
nostavni primjeri kamatnog racuna oni kada se i
ukamacivanje vrsi godisnje. U stvarnosti to Cesto
nije slucaj, pa ¢e i takvi primjeri biti prikazani.

Formula slozenog
ukamacivanja

U daljnjem tekstu koristit ¢emo se oznakama:

Cy — pocetna vrijednost iznosa (pocetna glavnica)

C,, — konacna vrijednost iznosa (glavnice) nakon
n-tog razdoblja ukamacivanja (nakon n godina)

Sonja Bani¢, prof. savjetnik, Srednja Skola “lvan Svear”, Ivani¢ Grad, sonja.banic@zg.t-com.hr
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K,, — kamate za n-to razdoblje ukamacivanja
K — ukupne slozene kamate

n — broj razdoblja ukamacivanja (broj godina)
p — kamatna stopa (godisnja).

Nastavnik ¢e procijeniti treba li prije izvoda formu-
le pokazati primjer slozenog ukamacivanja s kon-
kretnim brojevima, ili moze odmah prikazati racun
simbolima.

Izvod formule: Kolikim ¢e iznosom $tedisa raspo-
lagati nakon n godina ako ulozi iznos Cy uz kamat-
nu stopu p? Obrac¢un kamata je slozen i godisniji.
Koliko iznose ukupne sloZzene kamate?

Obrac¢un kamata je slozen i godisniji, Sto znaci da se
nakon svakih godinu dana kamate pripisuju glavni-
Cl.

Nakon prve godine StediSa dobiva K; = Cj - 1g¥0
kamata, i ima

_ —C. L)
Ci=Cy+ K =Cy (1+100 .

) p
Nakon d dine: K, = Cy - —
akon druge godine: K, " 700"
)4 P\
s A
C, = C1+K> C, +100 Co +100
itd.

Ocito, nakon n godina

— .. P\
C, = Cy (1+100) .

MatematiCari se obiavaju koristiti dobivenom for-

mulom u ovom obliku. U ekonomskoj matematici

definira se dekurzivni kamatni faktor r = 1 + P

100
i zamjenom dobivamo osnovnu formulu sloZzenog

kamatnog racuna:
C,=Cp-r".

Iz formule se jasno Cita eksponencijalna ovis-
nost konacne vrijednosti iznosa o vremenu uka-
macivanja.

U primjerima je korisno mijenjati jedan parametar
i promatrati kako se mijenja konacna vrijednost iz-
nosa.

Primjer 1. Koliki iznos treba uloZiti na Stednju da-
nas ako za 4 godine Zelimo raspolagati sa 5000
kuna. Koliko ¢e iznositi ukupne sloZzene kamate?
Obracun kamata je sloZen, godisnji i dekurzivan, a
banka primjenjuje fiksnu kamatnu stopu od:

1)25% 2)3% 3) 4% 4) 5 %.
Rjesenje. TraZi se pocetna vrijednost Cy. Vrijedi

Co = C, : r". Ukupne kamate su razlika izmedu
konacne i poCetne vrijednosti uloga: K = C,, — Cyp.

1) Treba uloziti 4529.75 kuna, a ukupne slozene ka-
mate iznose 470.25 kuna.

2) 4442.44 kn, 557.56 kn.
3) 4274.02 kn, 725.98 kn.
4) 4113.51 kn, 886.49 kn.
Sto je veéa kamatna stopa, manji je poéetni ulog,

ali vrijedi uoCiti da dvostruko veca stopa ne znaci
dva puta vece kamate.

Primjer 2. Kolika je konaéna vrijednost iznosa od
10000 kuna, ulozenog uz nepromijenjivu kamatnu

stopu 3 % godisnje nakon
1) 3 godine 2) 6 godina 3) 12 godina.

Koliko iznose ukupne slozene kamate?

Rjesenje. Prvo izraunamo kamatni faktor:

P
=14+ —=1.03.
r -1-100 03

1) C; = 10000 - 1.03* = 10000 - 1.092727
= 10927.27.
Konacna vrijednost uloga je 10927.27 kuna, a uku-
pne sloZzene kamate iznose 927.27 kuna.
2) Cs = 10000 - 1.03% = 10000 - 1.194052297
= 11940.52.
Konacna vrijednost uloga je 11940.52 kune, a uku-

pne sloZzene kamate iznose 1940.52 kune.

3) C1, = 10000 - 1.03!2 = 10000 - 1.42576089
= 14257.61.
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Konac¢na vrijednost uloga je 14 257.61 kuna, a uku-
pne sloZzene kamate iznose 4257.61 kunu.

Uocimo: vremenska razdoblja su se udvostrucila,
ali kamate su uvecane viSe od dva puta. Kako bi se
jos jasnije uocilo da se radi o eksponencijalnoj ovis-
nosti, moZzemo od ucenika traziti da graficki prikazu
iznos kamata u ovisnosti 0 vremenu ukamacivanja.
Pozelino se za prikaze koristiti proracunskim tabli-
cama ili programima dinamicke geometrije.

Vremensko razdoblje nakon kojeg trazimo konacnu
vrijednost iznosa ne mora se nuzno poklapati s cije-
lim brojem razdoblja ukamacivanja. U tom slucaju
najjednostavnije je da vrijeme izrazimo u obliku de-
cimalnog broja i tako izratunamo konac¢nu vrijed-
nost uloga. No to nije jedini pristup, pa ¢emo raz-
motriti i ostale moguénosti.

Primjer 3. Neka osoba ulozi u banku 10000 kuna.
Banka primjenjuje kamatnu stopu 3 % godisnje.
Obracun kamata je sloZen i godisnji. Kolika ¢e biti
vrijednost tog uloga nakon

a) 3 godine
c) pola godine

b) 3i pol godine
d) 3 godine i 8 mjeseci?

Kolike su ukupne slozene kamate?

RjeSenje.

a) C3; = 10000 - 1.03% = 10927.27 kuna,
K = 927.27 kuna.

b) Tri i pol godine mozemo zapisati kao 3.5 godina,
pa imamo:

C3s5 = 10000 - 1.03*° = 11089.97 kuna,

K = 1089.97 kuna.

6
c) Pola godine je o= 0.5 godina,

Co.s = 10000 - 1.03% = 10 148.897 kuna,
K = 148.89 kuna.

o ) . ) 44

d) 3 godine i 8 mjeseci je 44 mjeseca, a to je —

12
godine, pa vrijednost uloga ra¢unamo na sljededi

nacin;
C, = 10000 - 1.037 = 11 144.74 kuna,
K = 1144.74 kuna.

Ovakav nacin obracuna kamata naziva se konform-
nametoda. Njeno je svojstvo da daje istu vrijednost
kamata bez obzira na u¢estalost ukamacivanja. No
u literaturi i udzbenicima ekonomske matematike
konformna metoda ukamacivanja nije prikazana na
ovaj na¢in. Razlozi tome su prvenstveno povijes-
ni, ali i u neSto druké&ijem pristupu postupku uka-
macivanja.

Prije izuma ra¢unala i kalkulatora vrijednosti po-
tencija kamatnog faktora ocitavale su se iz eko-
nomskih tablica. Zbog toga bilo je nuzno da eks-
ponent bude prirodan broj, pa se kamatna stopa
prilagodavala razdoblju ukamacivanja. Ako bismo
trazili kamate za 3 godine i 8 mjeseci, tj. za 44
mjeseca, trebali bismo prilagoditi kamatnu stopu,
tj. kamatni faktor kako bismo iz tablica ocitali od-
govarajuéu vrijednost potencije. Izracunavala se
konformna kamatna stopa p’, takva da za odgova-
rajuéi kamatni faktor # vrijedi #* = riz. Otito je
da je u ovom slu¢aju ' = rl_12, odnosno

r=100- ( f1+ 2 —1).
D OO( —1-100

Uz danasnje kalkulatore nema potrebe za izracu-
navanjem konformne kamatne stope, ve¢ je jed-
nostavnije direktno izracunati kona¢nu vrijednost
iznosa.

Osim konformne, Cesto se primjenjuje i proporci-
onalna metodaizrac¢una kamata, odnosno relativna
kamatna stopa koja se proporcionalno uskladuje s
razdobljem ukamacivanja. RijeSimo prethodni pri-
mier, ali uz mjeseCni obracun kamata i primjenu
relativne kamatne stope.

Primjer 4. Neka osoba ulozi u banku 10000 kuna.
Banka primjenjuje kamatnu stopu 3 % godisnje.
Obracun kamata je slozen i mjesecni. Kolika ¢e biti
vrijednost tog uloga nakon

a) 3 godine
c) pola godine

b) 3 i pol godine
d) 3 godine i 8 mjeseci?

Primijeni relativnu kamatnu stopu. Koliko iznose
ukupne slozene kamate?

Rjesenje. Mjesecni obracun kamata znaci da se na
kraju svakog mjeseca kamata pripisuje glavnici.
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Ako je godisnja kamatna stopa 3 %, proporcional-
na mjese¢na kamatna stopa je 3 : 12 = 0.25 %.
Dekurzivni kamatni faktor je 1.0025, pa imamo:

a) Tri godine je 36 mjeseci,

C36 = 10000 - 1.0025% = 10940.51 kuna,
K = 940.51 kuna.

b) Tri i pol godine su 42 mjeseca,

Cs = 10000 - 1.0025% = 11105.65 kuna,
K = 1105.65 kuna.

¢) Pola godine je 6 mjeseci,

Ce = 10000 - 1.0025° = 10150.94 kune,
K = 150.94 kune.

d) 3 godine i 8 mjeseci je 44 mjeseca,

Cis = 10000 - 1.0025* = 11161.25 kuna,
K = 1161.25 kuna.

Usporedimo li ovaj primjer s primjerom 3, u kojem
smo primijenili konformnu metodu, vidimo da smo
dobili ve¢u kamatu. Kod proporcionalne metode
iznos kamata ovisi o ucestalosti ukamacivanja. Sto
je ukamacivanje ¢eSc¢e, kamata je veéa. Zato je
proporcionalna metoda nepovoljna za duznike, a
povoljna za vierovnike i StediSe. Banke primjenjuju
oba nacina obracuna kamata, i na to treba obratiti
paznju prilikom sklapanja ugovora.

Skracivanjem razdoblja ukamacivanja proporcional-
na metoda vodi do kontinuiranog ukamacivanja.

étednja periodicnim uplatama

Primjer Stednje koji Cesto susre¢emo su periodicke
uplate. Stedimo tako da redovito periodicki (mje-
secno, kvartalno, godisnje) uplac¢ujemo odredeni
iznos na Stednju, osiguranje i slicno. Postavlja
se pitanje kolika je ukupna vrijednost uplata nakon
odredenog vremenskog razdoblja. Najjednostav-
nije je razmatrati godiSnje uplate.

Primjer 5. Kolikim ¢emo iznosom raspolagati
nakon 4 godine, ako na pocCetku svake godine

ulozimo 1200 kuna. Obra¢un kamata je slozen,
godi$nji i dekurzivan, a banka primjenjuje fiksnu
kamatnu stopu od 3 %.

Rjesenje. Prviiznos koji smo ulozili bit ¢e u banci
Cetiri godine, sljedeci tri godine, pa dvije i posljedniji
jednu godinu. Ukupna vrijednost je:

1200-1.03*+1200-1.033+1200-1.032+1200-1.03"

= 1350.61 + 1311.27 + 1273.08 + 1236
= 5170.96

Tijekom 4 godine ulozili smo 4800 kuna. Na kraju
Stednje raspolagat ¢emo sa’5170.96 kuna. Ukupno
smo dobili 370.96 kuna kamata.

Uocimo da iznosi u primjeru ¢ine geometrijski niz
kojemu je prvi €lan 1236, a kvocijent kamatni faktor
1.03. Primjenom zbroja ¢lanova geometrijskog ni-
za mozemo pojednostavniti racun, §to je posebno
vazno za veci broj uplata.

Ovakvi oblici Stednje su Cesti, pa se u ekonomskoj
matematici za izraun primjenjuje formula.

Iznos koji svake godine ulazemo oznaimo sa R
(rata). Prva rata se ukamacuje n godina, druga
n— 1 godinu, sve do posliednje koja se ukamacuje
samo 1 godinu. Ukupna vrijednost uloZenih iznosa
je zbroj vrijednosti svake rate na kraju stednje:

Si=Ci+C+...+C,
=R-r+R-r*+...+R- 1"
=R-r(l+r+...+r").

U zagradi prepoznajemo zbroj prvih n ¢lanova ge-
ometrijskog niza. Sredivanjem dobivamo formulu:
|

S,=R-r- ;
d r—1

Ovaj izratun u ekonomskoj se matematici naziva
konacna vrijednost prenumerando periodickih up-
lata (isplata). Naziv prenumerando znadi da se
uplate vrSe na pocetku perioda (godine), za razli-
ku od postnumerando uplata, koje se vr$e na kraju
perioda (godine).

U ovakvim oblicima Stednje najce$c¢e Stedimo mje-
se€no, zato preoblikujmo primjer 5 u mjese¢nu
Stednju.
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Primjer 6. Neka osoba kroz 4 godine stedi 100 ku-
na mjese¢no. Obracun kamata je slozen, godisnji
i dekurzivan, a banka primjenjuje fiksnu kamatnu
stopu od 3 %. Kolikim ¢e iznosom ta osoba raspo-
lagati po isteku Stednje?

RjesSenje. Zadatak se moze rijesiti primjenom for-
mule, ali i primjenom zbroja ¢lanova geometrijskog
niza, ako nismo izveli formulu. Obracun kamata je
godisniji, stoga ¢emo primijeniti konformnu metodu
obracuna.

Prvi ulog je u banci 4 godine, pa je njegova vrijed-
nost po isteku Stednje

Cis = 100-1.03* = 100-1.03% = 112.55 kuna.

Sljedeci ulog je na Stednji jedan mjesec krace i nje-
gova vrijednost po isteku Stednje je

Cy7 =100 1.037 = 112.27 kuna.
Dalje imamo redom
Cus = 100 - 1.0372, ...

sve do posljiednjeg iznosa koji je na Stednji samo
mjesec dana, pa je njegova vrijednost po isteku
Stednje

C, =100-1.037.

Vidimo da konacne vrijednosti uloga ¢ine geomet-
rijski niz od 48 ¢lanova, Ciji je prvi ¢lan 100 - 1.031,
posljednji 100 - 1.03%. Kvocijent niza je ¢ =
1.03%. Ukupna vrijednost uloga na kraju stednje
je zbroj svih ¢lanova tog niza,

1.03% — 1
Sis = 100- 1.031 —" —° — 5101.56 kuna.
1.031: —
Buduci da je ukupno ulozeno 4800 kuna, ukupne
sloZzene kamate iznose 301.56 kuna.

U primjeru s godiSnjom Stednjom ukupne kamate
su vece jer je odmah na pocetku godine ulozen ci-
jeli godisniji iznos, dok se u primjeru s mjese¢nom
Stednjom godisniji iznos ulaze u obrocima kroz go-
dinu.

Teme iz sloZzenog kamatnog rac¢una mozemo obra-
diti kao primjere primjene eksponencijalne funkcije
i geometrijskog niza. Na taj nacin uc¢enike ¢emo
potaknuti na promisljanje o potrosniji i Stednji. Uz
to gradivo mogu se povezati i primjeri o vracanju
dugovanija i kreditima, $to ¢e biti tema zasebnog
¢lanka.

Sretno Valentinovo!

4c
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