Zanimljiv do
kosinusova
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Neka je ABC proizvoljan trokut i neka su a, b i ¢
duljine njegovih stranica i ¢, B i ¥ njegovi kutovi.
Tada vrijedi

@ =b>+ c* —2bccos a
b* =da® 4 ¢* — 2accos B (kosinusov poucak)

c? =a* +b* —2abcosy

Dokaz: Neka je dan Siljastokutan trokut ABC i ne-
kaje|AB| = ¢, |BC| =a, |CA| =b. AkosuD, Ei
F diralita trokutu ABC upisane kruznice k, (U, r),
tada je |UD| = |UE| = |UF| = r.

Neka je |CD| = x (na temelju poucka o jednakosti
tangentnih duZina) slijedi da je |CE| = |CD| = x.

Iz slike 1 vidimo da je |AE| = |AF| = b —x
|BF| = |BD| = a—x, paje

|AB| = |AF|+ |FB|=c=b—x+4+a—x

a+b—c (D
= x=
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Slika 1.

U pravokutnom trokutu UDC je

Y r r
tg-=—- <= x=—. 2
827« * tg % 2

1
=— &= r= Etg%(a—i-b—c).
(3)
Izrazimo povrsinu trokuta ABC na dva nacina:

a+b—+c

P= labsinyip
= —absin =r-s=r-
2 4 2
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Sada imamo:
lb’ a+b+c
—absiny =r- ———
v sy 2
absiny (bo . 2sin X
— r=——" |z sinx=2sin = cos =
atbte i\ 292
2absin £ cos £ i, 2bog (3) wried
=_— 2" 2 { zbo vrijedi
atbtc , 1 g J
I 2absin L cos L
—to = b_ :#
2g2(a+ ) a+b+c
1sin¥ 2absin L cos L
1S3 (b= 20520055
2 cos 5 a+b+c

= (a+b7c)(a+b+c):4abcoszg
Yy l4cosy
b 2L 7
(z 0g cos” > )
<= (a+b)* —c* =2ab+2abcosy
— * =d*+b* —2abcosy.

Ostale jednakosti ovog pouc¢ka dobivamo potpuno
analogno.

Neka je sada trokut ABE tupokutan. PrikaZzimo ge-
ometrijski dokaz.

Uvedimo oznake kao na slici 2, a = |AB|, b =
|BE|, ¢ = |AE| i neka Pxy; opéenito oznatava
povrdinu trokuta XYZ, Ppors povrSinu Cetverokuta
PORS itd.

Slika 2.

Nad stranicom AB konstruirajmo kvadrat ABCD, a
nad stranicama BC, CD i AD trokute BCF, CDJ i
ADH podudarne s trokutom ABE.

Tako je Pagp = Ppyc i Pecr = Paph.

Zato je Papcp = Paesrcipn 1.

a* =+ b* + 2P
=c*+b*+2-|GE| - h
=4 b +2-c-h
=2+ b +2-c-b-cos(180° — €)
=c? +b> — 2bccose. ]

Pojasnjenje:

1
PBEGF:Z'PBFE=2‘§~C~h:c~h: |GE| - h,
odnosno 2 - Peegr = 2 - |GE| - h (slika 3).

A a B
Slika 3.

U pravokutnom trokutu BKE (slika 4) je

|[EK| h
180° —¢) = — = —
cos( ) BE| b
pa zbog cos(180° — €) = —cos € vrijedi da je

h = —bcose. Stogaje2-c-h= —2cbcose.

Slika 4.
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