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Ucenici elipsu uglavnom povezuju s njezinom jed-
nadzbom u koordinatnom sustavu. Ako je pravo-
kutni koordinatni sustav zadan tako da x-os odgo-
vara pravcu koji prolazi kroz fokuse elipse, a y-0s
prolazi kroz poloviste duzine koja spaja fokuse, ta-
da jednadzba glasi

2 2

Sl ()
gdje je a duljina velike poluosi, dok je b duljinamale
poluosi. Veli¢ine a i b su povezane preko udalje-
nosti fokusa Fy i F, t]. vrijedi4(a* — b?) = |F1Fy|*.
Nakon sto odaberemo fokuse elipse, ocito je da
je dovoljino odabrati veli¢inu a kako bi elipsa bila

odredena. Pritom mora vrijediti 2a > |FF|.

Elipsa se medutim definira kao geometrijsko mjes-
to toCaka za koje je zbroj udaljenosti do dvije za-
dane tocke jednak nekoj konstanti. Ta definici-
ja uCenicima lakSe ostaje u sje¢anju ako im po-
kazemo kako konstruirati elipsu koriste¢i se defini-
cijom. Konkretno, mozemo izvesti tzv. vrtnu kons-
trukciju elipse [2], ili konstrukciju u nekom od prog-
rama dinamicke geometrije [3]. Ovdje ¢emo poka-
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Elipsa se u nastavi matematike uvodi kao skup
tocaka za koje vrijedi da im je zbroj udaljenosti
od dvije zadane toc¢ke (fokusa) konstantan.
Nakon toga, obi¢aj je odmah prije¢i na pripadni
koordinatni zapis koji se koristi pri rieSavanju
svih zadataka. UCenici stoga Cesto zaborave
pocetnu definiciju. U radu ¢emo pokazati kako
osmisliti i rijeSiti zadatak otkrivanja oblika elipse
koriStenjem njezine osnovne definicije.

zati kako otkriti osnovna svojstva elipse koristeci se
njezinom definicijom. Definirat ¢emo stoga krivulju
K uravniniM s

K={TeM : |F\T|+|F,T| =24}, (2

za neki a > 0. Redom ¢emo otkrivati njezina svoj-
stva i do¢i do zaklju¢ka da ima oblik elipse. Taj ob-
lik nam je poznat i iz svakodnevnog Zivota. Zelimo
dakle istraziti kako izgleda krivulja K ne uvodedi
koordinatni sustav.

Prvo $to primjecujemo je simetriCnost pri definici-
ji krivulje IC, u smislu da su udaljenosti do toCaka
F i F, zastupliene na jednak nacin. Neka je sto-
ga pravac s simetrala duzine F|F,. Svakoj tocki
T koja se nalazi na krivulji C i ne pripada pravcu
s moZzemo pridruziti njezinu sliku T” dobivenu zr-
calienjem preko pravca s. Kako je i Fy simetricna
to¢ki F, s obzirom na pravac s, a zrcaljenje ¢uva
udaljenost, vrijedi |F1T'| = |F,T|i|F,T'| = |FT)|
pa dobivamo

|F1T/‘ + |F2T/| = |F2T| + |F1T| = 2a.
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ZakljuGujemo da se to¢ka T’ takoder nalazi na K.
Dakle, /C je krivulja koja je simetri¢na s obzirom na
pravac s.

Do slicnog zaklju¢ka dolazimo i ako zrcalimo krivu-
lju s obzirom na pravac p koji prolazi kroz to¢ke F
i F>. Neka je T tocka krivulie K koja se ne nalazi na
pravcu p. Neka je T” toCka koja je simetri¢na tocki
T s obzirom na pravac p. Kako je zrcaljenje izome-
trija, imamo |FiT"| = |F\T| i |F>xT"| = |F>T| te
je

|F\T"| + |, T"| = |FiT) + |F2T| = 2a.

ZakljuGujemo da je K simetri¢na i s obzirom na
pravac p.

Sada znamo da je K krivulja koja je simetri¢na
S obzirom na dva medusobno okomita pravca.
Takoder, za T € K, zbog |F>T| > 0, mora biti
|Fi\T| = 2a — |F,T| < 2a. Time dolazimo do za-
klju¢ka da je KC ograni¢ena krivulja. Pretpostavimo
intuitivno da je IC povezana krivulja. Na slici 1 vidi-

a) b)
c) d)

e) f)
Slika 1.

mo primjere nekih krivulja koje zadovoljavaju dosad
otkrivena svojstva.

Pitamo se dalje postoji li tocka krivulie X ko-
ja pripada pravcu p, odnosno zanima nas koli-
ko ima takvih toCaka. Ako se ta toCka, nazo-
vimo je T, nalazi na duzini F{F,, tada vrijedi
|FiT| + |F,T| = |FF,|. Ova jednakost vrijedi
ako i samo ako je |FF2| = 2a. S obzirom na to
da je a odabran tako da je |F|F,| < 2a, ne pos-
toji tocka krivulje K koja pripada duzini F1F,. S
druge strane, ako je to¢ka T € K na pravcu p,
izvan duzine F'1 F5 (npr. blize tocki F;), onda vrijedi

Dakle, imamo |F\T| = %(2{1 — |F1F3]). Analog-
no je tocka koja je presjek pravca p i K i bliza je
toCki F, odredena sa |FoT| = %(2a — |F1F2]).
Oznacimo te dvije tocke redom sa A i A,.

Ako se to¢ka T € K nalazi na simetrali s, onda
znamo da je jednako udaljena od F i F>. Zbog (2)
onda vrijedi |F\T| = |F,T| = a, odnosno imamo
samo dvije takve tocke, po jednu sa svake strane
pravca p i one su simetricne s obzirom na pravac
p. Nazovimo ih By i B,. Sada mozemo primijetiti
da krivulja na slici 1e) ne odgovara nasoj krivulji.

Sliedeci problem je preciznije odrediti oblik zadane
krivulie. Podijelimo ravninu M pravcima p i s na
Cetiri dijela. Zbog simetrije krivulie KC s obzirom na
p i s dovoljno ju je izuCavati unutar samo jednog
od tih Cetiriju dijelova ravnine. Ako su totke F;
i F, postavljene tako da je pravac p horizontalan,
proucavat ¢emo dio krivulje K koji pripada gornjem
desnom dijelu ravnine. Nazovimo ga X (slika 2).

Slika 2.
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Prvo se pitamo je li moguce da postoje dvije tocke
na krivulji /C koje pripadaju X, nazovimo ih T i
T, koje se nalaze na istoj udaljenosti od pravca p.
Pretpostavimo da postoje. Primje¢ujemo da su u
tom slucaju povrsine trokuta F1 F, Ty | F1F> T, jed-
nake, s obzirom na to da su im visine na stranicu
F\F, jednake duljine. Vidimo da ti trokuti imaju |
jednake opsege. Oznacimo redom duljine stranica
tih trokuta s ‘F1F2| =d, |F1T1| = e, |F2T1| =11,
|F\T>| = e, |F2T2| = f2. Oznatimo sa sy i s, po-
luopsege promatranih trokuta. Prema Heronovoj
formuli slijedi

Vsi(si —d)(s1 —e1)(s1 — f1)
=s5(s20 — d)(s2 — €2) (52 — f2).

Kako je s1 = 52 iz (3) slijedi

(s1 —e1)(s1 —f1) = (52 — e2) (52 — f2)

odnosno

(3)

(—e1 +f1+d)(er —f1+d)
=(—ex+fr+d)(e2—f2+d).

|z prethodne jednakosti dobivamo d”— (e; —f1)* =
d2 — (62 7.)“2)2 pa je e 7f1 = e 7f2 ili
e1 —f1 = —(e2 —f2). Kakoje ey +f1 = ex + f2,
prva moguénost daje e; = ey i f1 = f», a dru-
gae = frif1 = ey. S obzirom na to da su
T,,T, € %, moze vrijediti samo prva mogu¢nost
(u drugom slu¢aju se tocke Ty i T> ne mogu obje
nalaziti u X) pa zaklju¢ujemo da se tocke T i T,
podudaraju. Sada primje¢ujemo da udaljenost do
pravca p to¢aka koje pripadaju K i Z, a nalaze se
izmedu to¢aka By i A, strogo pada. U protivnom
bismo, naime, imali barem dvije tocke iz tog skupa
koje su jednako udaljene od pravca p $to je prema
prethodnom racunu nemoguce. Dakle, krivulja IC
ne moze izgledati kao na slici 1b).

Nadalje, mozemo zakljuciti da u X ne postoje dvije
tocke krivulje K koje su jednako udaljene od prav-
ca s. Pretpostavimo suprotno: da to svojstvo
zadovoljavaju toc¢ke Ty i T,. Pretpostavimo da
je T, udaljenija od pravca p. Tada ocito vrije-
di |Fi\Th| < |FiTs| i |FoTi| < |FyT,|. Dakle
2a = |F1T1| + ‘F2T1| < |F1T2‘ + |F2T2| = 2a,
¢ime smo dosli do kontradikcije. Prema tomu, K
ne nalikuje ni krivulji na slici 1a).

Na sam oblik krivulje, medutim, uvelike utjece i svoj-
stvo konveksnosti ili konkavnosti. Konkretno, pita-
mo se u kojem je smijeru krivulja udubljena. Sada
¢emo matematicki opisati taj problem. Neka su T}
i T, proizvoljne tocke iz £ promatrane krivulie IC na
udaljenosti vy i v, od pravca p. Nekaje T € X
toCka koja pripada /C i nalazi se na pravcu PN gdije
je tocka P poloviste duzine T, T, a N noZiste oko-
mice iz P na pravac p (slika 3). Oznalimo s Ny iN,
nozista okomica iz Ty i T» na p. Tada je PN srednji-
Vi + W

. Neka

se T nalazi na udaljenosti v od pravca p. Udub-
lienost krivulje I odredujemo ovisno o tome vrijedi
[

catrapeza T\N\N,T; paje |PN| =

Vi + v o Vi + V2
v —— ili V> —
2 2

odnosno nalazi li se toCka T ispod ili iznad tocke
P.

Slika 3.

Oznadimoe = |F,P|,f = |F,P|inadopunimo tro-
kute F1T>T, i F,T,T, do paralelograma F1 T, P T,
i F,T,P,T, redom. Tocka P je dakle sjeciste, od-
nosno poloviste dijagonala u oba paralelograma.
Zbog nejednakosti trokuta vrijedi

|F\Py| < |ToPi| + |Fi Ty,
|F2P2| < |T2P2‘ —+ |F2T2|,
odnosno

2e < e + e, 2f <f1 +f2

Zbrajanjem tih nejednakosti dobivamo 2(e +f) <
(e1 + f1) + (e2 + f2) = 4a, odnosno |FP| +
|FoP| < 2a. Prema tomu, P ne pripada krivulji
K. Lako se vidi da je analogan zbroj manji od 2a
za svaku drugu totku duzine PN. Naime, neka je
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R € PN,R # P. Tada je |F\R| < |F|P|i|F:R| <
|F2P| paje |F1R| + |F2R| < |F]ILF ‘FQP‘ < 2a.
Dakle, nijedna se to¢ka duzine PN ne nalazi na

krivulji IC. Prema tomu, to¢ka T’ se mora nalaziti iz-
Vi + Vo

nad to¢ke P, odnosno vrijediv > . Drugim

rije¢ima, krivulja je u X udubljena prema gore.

Konacno zakljuc¢ujemo da ni krivulje na slikama 1c)
i 1f) ne odgovaraju krivulji £C. Vidimo da krivulja sa
slike 1d) ima sva otkrivena svojstva, i podsje¢a nas
na elipsu.

Za kraj, napomenimo da s pomocu koordinatnog
prikaza krivulje K, koji je dan s (1), mozemo nesto
jednostavnije otkriti njezina, dosad prou¢avana,
svojstva. Ako toc¢ka s koordinatama (x,y) pripada
krivulji IC, onda se lako provijeri da i to¢ke s koordi-
natama (x, —y), (—x,y), (—x, —y) zadovoljavaju
jednadzbu krivulje pa je K simetri¢na s obzirom na
koordinatne osi. Tocke krivulie K koje se nalaze
na pravcu F1F, imaju drugu koordinatu nula pa
lako izraGunamo da su jedine takve tocke (—a, 0)
i (a,0). Analogno, totke krivulje koje leze na si-
metrali duZine F; F, su toCke s prvom koordinatom
nula, odnosno tocke (0,b) i (0, —b).

Iz jednadzbe (1) zaklju¢ujemo da dio krivulje /C,
koji pripada prvom kvadrantu koordinatnog su-
stava, mozemo poistovjetiti s grafom funkcije
f :(0,a) — R definirane sa

2
f)=by1-. (4)

S obzirom nato da tocke krivulje u prvom kvadrantu
pripadaju grafu funkcije, ne postoje tocke krivulje u
tom kvadrantu koje su jednako udaljene od y-osi. 1z
definicije funkcije f ocito je da kako se x povecava,
vy se smanjuje, odnosno vidimo da je f* strogo pa-
dajuca funkcija na intervalu ( 0, a) . Dakle, u prvom
kvadrantu nemamo ni dvije toCke krivulie X koje su
jednako udaljene od x-osi.

Provjerit ¢emo i je li funkcija definirana sa (4) kon-
veksnailikonkavnana ( 0, a) . Najlake to moZzemo
provijeriti racunajuci drugu derivaciju funkcije. Kon-
kretno vrijedi

b 1
o) =—=-

a NE
(1-%)
a

Dakle, zax € (0,a) imamo f”(x) < 0 pa je funk-
cijaf na tom intervalu strogo konkavna, odnosno
pripadni dio krivulie /I udubljen je prema gore.

Tu Cinjenicu mozemo provjeriti i bez uporabe deri-
vacija. Neka su zadane tocke Ty i T, krivulie IC u
prvom kvadrantu s koordinatama (xi, y ) i (x2,v2).
Dakle, vrijedi 0 < x1, x, < a. Neka je P poloviste
duzine T T. Tada su koordinate tocke P jednake
(xl +X2 Y1+

). Neka je T = (xr, yr) tocka

2 72
krivulje C iz prvog kvadranta kojoj je prva koordi-
X1 +x2

nata jednaka . Tada vrijedi

yi+y2
2

1 X2 X2
<:>—b\/1——‘ b\/l——z)
2( a2+ a?
1 X1 + x2 2
L (5]
< \/ a? 2
@?—x3 < \/4a>—(x1 + x2)?

2
= <\/a2—x%+ az—x%> <4a2—(x1 +x2)2

<Jyr

= \Ja*—x} +

— \/(a2 — ) (@ —x3) <d —xx;

— (@ —x})(@® — %) < (@ — x1x2)?
=0+ > 200

<~ ()C1 +XQ)2 > 0.

Posliednja nejednakost je naravno toCna jer su
tocke Ty i T, razliCite. Prema tome je i yr >

yi+y»

2 _
vista duzine T T>.

, odnosno to¢ka T se nalazi iznad polo-
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