zanimljiva matematika

Matematika
savijanja papira:

korak dalje
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Nakon usvajanja osnovnih ideja i pojmova, nije
teSko napraviti korak dalje k malo sloZenijim zadat-
cima i obraditi razne geometrijske likove i njihova
svojstva. Pritom se od ucenika oc¢ekuje da mogu
objasniti zasto odredene origami konstrukcije vri-
jede, odnosno da znaju koji su aksiom u svakom
pojedinom koraku upotrijebili.

S obzirom na veci broj pregiba, u nekima se od slje-
dec¢ih viezbi poCetni lik ne treba odrediti savijanjem
pregiba, ve¢ ga je bolje nacrtati.

1. Trokut. Srediste trokutu upisane kruznice.

Savijte tri neparalelna pregiba koji se medusobno
sijeku. Dobivate trokut. Oznacite mu vrhove s A,
B i C. lli; na papiru nacrtajte trokut ABC. Zatim
savijanjem odredite sve tri simetrale kutova tog tro-
kuta. Sijeku li se one u istoj toCki? Oznacite tu

Sandra Grac¢an, Zagreb

Izradujuci raznovrsne oblike od

papira, gotovo nitko i ne pomislja

na matematiku koja se krije iza tog,
mnogima zabavnog hobija. U proslom
broju MiS-a otkrili smo tek osnovne
geometrijske pojmove koji se u nastavi
matematike mogu vrlo zorno objasniti
uz pomo¢ origamija, a sada proditajte
kako se savijanjem papira mogu izvesti
i malo sloZenije vjezbe.

toCku slovom U i zatim savijte redom okomice na
stranice trokuta tako da prolaze tockom U. Savija-
njem usporedite duljine tako dobivenih duzina UD,
UE i UF. Sto mozete zak|juciti?

srediste trokutu upisane kruznice
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2. Srediste trokutu opisane kruznice

Nacrtajte trokut ABC pa savijanjem odredite sime-
trale svih triju stranica tog trokuta. Kako se na-
ziva njihov zajednicki presjek? Oznadite ga slo-
vom O pa savijte redom pravce koji prolaze tom
to¢kom i vrhovima trokuta. Sto je osnosimetri¢na
slika duZine OB s obzirom na simetralu stranice
AB? Sto mozete zakljugiti?

srediste trokutu opisane kruznice

3. Teziste trokuta

Najprije savijanjem odredite polovista D, E i F svih
triju stranica zadanog trokuta ABC. Zatim savij-
te pregibe koji prolaze polovistima stranica i na-
suprotnim vrhovima trokuta. Kako se zove to¢ka
u kojoj se ti pravci sijeku? Savijte okomicu na
tezi&nicu CD koja prolazi tezidtem T'. Zatim odredi-
te simetralu duzine CT, odnosno njezino poloviste
D'. Usporedite duljine duzina CD’, D'T i TD. Sto
mozete zakljuciti o polozaju to¢ke T na svakoj od
triju teZiSnica?

teZiste trokuta

4. Poloviste hipotenuze pravokutnog trokuta

Nacrtajte pravokutni trokut ABC. Savijanjem odre-
dite poloviste D hipotenuze AB. Savijte pregib koji
prolazi tockama C i D. Usporedite duljine duzina

CD i BD presavijanjem simetrale kuta JBDC. Sto
je osnosimetri¢na slika duzine CD u odnosu na tu
simetralu?

poloviste hipotenuze pravokutnog trokuta

5. Jednakokracan trokut

Savijanje simetrale duzine omogucuje konstrukciju
jednakokra¢nog trokuta. Zasto?

Na papiru nacrtajte osnovicu trokuta AB, a zatim
savijanjem nacinite njezinu simetralu. Razmotajte
papir. Na simetrali po volji odaberite tocku C pa
savijte pregibe koji prolaze to¢kom C i vrhovima A
i B. Odredili ste jednakokracan trokut.

jednakokracan trokut

UcCenicima ¢e se svidjeti oCiglednost tvrdnje da su
kutovi pri osnovici jednakokracnog trokuta suklad-
ni: samo treba presaviti trokut po simetrali osnovice
i “vidjeti” da se kutovi poklapaju. Pokusaju li to isto
naciniti s raznostrani¢nim trokutom, lako ¢e uoCiti
da jedino simetrala osnovice jednakokracnog tro-
kuta prolazi vrihom nasuprot osnovici.

6. Jednakostrani¢an trokut

Presavijte pravokutni komad papira (pravokutnik
ABCD) vodoravno na pola, razmotajte, a zatim
nacinite pregib koji prolazi donjim lijevim vrhom A,
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avrh D preslikava u to¢ku G na pregibu EF. Do-
biveni pregib sijeCe stranicu CD u tocki H, a sa
stranicom AB zatvara kut od 60°.

jednakostrani¢an trokut

Savijte pregib GH. Taj pregib sije¢e stranicu AB u
tocki 1. Lako se pokaze da je |[H| = |HA| = |Al|,
iz Cega slijedi da je trokut ATH jednakostranican.
Uocite da je pravi kut 4 DAB dvama pregibima po-
dijelien na tri jednaka dijela te da je i trokut AGD
takoder jednakostrani¢an.

7. Zbroj kutova u trokutu je 180

Savijte najprije visinu CD zadanog trokuta ABC.
Zatim savijte papir tako da vrh C trokuta padne u
noziste D visine. U kakvom su odnosu dobivena
duzina EF iosnovicaAB? Aduzine AE i ED te BF
i FD? Nemojte razmotati. Savijte papir tako da vrh
A padne u D, a zatim i tako da vrh B padne u D.
Je li zbroj kutova o, B i y ispruzeni kut?

zbroj kutova u trokutu

8. Pravokutnik

Najprije savijte papir da biste naéinili prvi pregib,
odnosno pravac, a zatim na njemu odaberite dvi-
je toCke A i B koje ¢e predstavljati dva susjedna
vrha pravokutnika. U tim vrhovima zatim savijte
dvije okomice na pravac AB, pa na okomici kroz
B odaberite tre¢i vrh pravokutnika, odnosno toc¢ku
C. Kroz tu tocku savijte okomicu na pravac BC.
Cetvrti vih D pravokutnika ABCD bit ée presjek
dvaju okomitih pregiba: CD i AD.

pravokutnik

9. Kvadrat

S obzirom na to da je papir najéeSc¢e pravokutnog
oblika, evo kako ¢ete savijanjem od pravokutnika
jednostavno naciniti kvadrat. Najprije savijete si-
metralu jednog njegovog pravog kuta. Pritom se
vrh D preslika u togku E na stranici AB. Zatim sa-
vijte okomicu na stranicu CD koja prolazi to&kom
E. Pravokutnik EBCF mozete odrezati po pregibu
EF i ostat ¢e vam komad papira kvadratnog oblika.

kvadrat

Kvadrat je osnosimetri¢an lik s Cetirima osima si-
metrije i savijanjem mozete prouciti sva ta svojstva.
Najprije odredite polovista njegovih stranica, a za-
tim simetrale pravih kutova. Ucenike mozete prim-
jerice pitati $to je osnosimetricna slika to¢aka D, J
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i F uodnosu na GI, ili kuta JHSF s obzirom na
AF | ili pak u &to se preslikava vrh E savijanjem po
Gl itd.

10. Osmerokut

Savijte kvadrat ABCD okomito, a zatim i vodorav-
no po sredini. Odredili ste redom polovista E, F,
G i H njegovih stranica. Kad razmotate papir, vi-
djet ¢ete dvije srednjice, EG i HF. Zatim savijte
redom pregibe EF, FG, GH i HE da biste dobili
kvadrat EFGH upisan kvadratu ABCD pa odre-
dite polovista njegovih stranica. Dobiveni pregibi
bit ¢e ujedno i dijagonale kvadrata ABCD. Raz-
motajte. Uocite da se sada vide dijagonale svih
Cetiriju malih kvadrata na koje dvije srednijice dijele
kvadrat ABCD, kao i njihova sredista. Nacinite pre-
gib kojim ¢e vrh A kvadrata pasti u njemu najblize
srediste. Dobiveni pregib sijeCe se s dijagonalom
kvadrata ABCD u tocki I. Isto ponovite za preos-
tale vrhove i presjecne toctke oznacite redom sa J,
K i L. Zasto je IEJFKGLH pravilan osmerokut?

osmerokut

S pomoc¢u savijanja papira mogu se proucavati i
neka puno slozenija matematicka svojstva. Pret-
razite li internet, pronaci ¢ete razne ideje za viezbe
koje biste mogli izvesti primjerice u razredu sa sred-
njoskolcima. Ovdje su, za kraj, navedena samo
dva primjera.

11. Parabola

Prisjetimo se najprije aksioma 5: Ako su zadane
dvije tocke Ty i T, te pravac p, moguce je savi-
ti pregib koji ¢e to¢ku Ty smijestiti na pravac p i
prolaziti tockom T,. Pregib koji se konstruira tim
savijanjem zapravo predstavlja tangentu na para-
bolu s fokusom u tocki T i direktrisom p. Zasto?

Odabiremo li pak za T, redom razli¢ite toCke, savi-
janjem prema aksiomu 5 dobivamo niz tangenata
koje ¢e ocrtavati parabolu (pogledajte sliku).

4

parabola

Aksiom 5 moze se upotrijebiti pri riesavanju kvad-
ratne jednadzbe s pomocu savijanja papira. Evo
kako.

Neka je zadana kvadratna jednadzba oblika x> —
px + g = 0, gdje su p i g cijeli brojevi. Uzmimo
pravokutni komad papira i savijmo dva medusobno
okomita pravca koji ¢e predstavljati koordinatne osi
koje se sijeku u toCki O. Uzastopnim presavijanjem
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mogli bismo odrediti jednako razmaknute tocke na
obje osi, no bit ¢e preglednije ako se na osi ucrta-
ju jedinice. Na osi x odredimo to¢ku P tako da je
|OP| = p, anaosiy totku Q tako da je |0Q| = q.
Savijmo okomicu na os x kroz to¢ku P i okomicu
na os y kroz toCku Q. Ta se dva pregiba sijeku
u tocki M. Neka je U toCka na osi y takva da je
|OU| = 1. Savijmo pregib kroz totke M i U. Savi-
janjem odredimo poloviste duzine UM i ozna¢imo
gasaT.

riesavanje kvadratne jednadzbe

Tocka U moze se preslikati na os x savijanjem
pregiba koji prolazi tockom T (prema aksiomu 5).
Uocite da taj pregib nije jedinstven, odnosno da u
aksiomu 5 mogu postojati dva rieSenja. Ako jed-
nadzba x*> — px + g = 0 ima dva realna i razli¢ita
rieSenja, onda ¢e na osi x postojati dvije razli¢ite
slike tocke U. Ako su to to¢ke R i S, onda |OR)|
i |OS| predstavijaju riesenja kvadratne jednadzbe i
PO iznosu i po predznaku.

Na slici je prikazan postupak za jednadzbu x> —
5x + 6 = 0. UoCite da |OR| = 2i|0S| = 3 pred-
stavljaju njezina rieSenja. To¢ke Q, U, R i S leze na
jednoj kruznici,

12. Trisekcija kuta

Za kraj pogledajmo kako se savijanjem papira
rieSava problem koji klasichom metodom, odnos-
no konstrukcijom s pomoc¢u ravnala i Sestara nije
moguce rijesiti. RijeC je o trisekciji kuta, Slijedite
redom upute.

Uzmite list papira u obliku kvadrata. Savijte pregib
koji prolazi donjim lijevim vrhom kvadrata i oznacite
gasp;. Natajste nacin odredili kut a koji zatvaraju
donja stranica kvadrata i pregib p;. Da kasnije ne

biste imali problema s “ispadanjem” s papira, neka
taj kut bude veci od 45°. Rastvorite papir.

Py

Py

T,Le

Presavijte papir na Cetvrtine odozgo prema dolje.
Rastvorite. Neka je p» pregib udaljen za i od do-
nje stranice kvadrata. Oznacite s T toCku u kojoj
se sijeku lijeva stranica kvadrata i pregib po sredini
kvadrata (onaj na % udaljenosti od stranica), as T,
vrh kuta . Izvedite aksiom 6: Ako su zadane dvije
totke Ty i T, i dva pravca p; i p2, moguce je saviti
pregib koji ¢e toCku T smiestiti na py, a T na p».
Nemoijte rastvoriti papir.

Produljite presavijeni dio pravca p, do desne stra-
nice kvadrata savijanjem novog pregiba ps (vidi sli-
ku). Rastvorite. Produljite pregib p3 do vrha 7.

W
o
A

P3
)4
2
C
D

Py
T 1
T
A
/ﬁ/
M
2
T, 3
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Pregib p3 s donjom stranicom kvadrata zatvara kut
koji ima mjeru % od miere kuta o Koriste¢i se
aksiomom 3 savijte donju stranicu papira tako da
ona padne na p3 i na taj nacin dobivate pregib p4,
odnosno kut « je podijeljen pregibima ps i p4 na tri

jednaka dijela.

trisekcija kuta

Ovi su primjeri zagrebli samo vrh ledene sante zva-
ne “matematika savijanja papira”, a cilj ovog teksta
bio je navesti neke osnovne ideje i pokazati mo-
guénosti primjene origamija u nastavi. | u Panop-
tikumu ovog broja Mis-a prikazan je jedan nacin
rada, odnosno niz savijanja papira kruznog oblika
pogodan za brzo ponavljanje brojnih geometrijskih
pojmova vezanih uz krug i kruZnicu, pogledajte.
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Moze se bez pretjerivanja re¢i da je origami sve sa-
mo ne trivijalna zabava. To je bogato matemati¢ko
podrudje koje je ucenicima lako dostupno i koje ih
upoznaje s geometrijskim idejama “izvan okvira” —
na jedan relativno nov, zabavan i pristupacan nacin.

Papirnati cvijetak s naslovne slike,
korak po korak

175



