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Da bismo razumijeli, treba razmisljati. A raz-
misljanje, kako kaze Susan Greenfield' ima slijed
koraka: pocetak, sredinu i kraj. To je ujedno vre-
menski slijed uzroka i posljedica. Ako postoji pro-
blem koji zelimo rijesiti, matematicki ili neki drugi, o
njemu treba razmisljati tako dugo dok nismo u sta-
nju mentalnim sredstvima ili slikama ispric¢ati pricu
problema od pocetka do kraja. Ta pri¢a ukljucuje
sve uvjete, moguca ogranic¢enja, kao i cilj do kojeg
Zelimo doc¢i. Da bismo mogli ispricati pricu, svi ovi
elementi moraju biti u domeni naseg iskustva. No
to je tek pocetak nakon kojega se ima smisla upus-
titi u avanturu rjeSavanja problema. Naime, ima se
smisla baviti samo onim problemima koje istinski
razumijemo.

Put od razumijevanja problema do nalazenja nje-
gova rjesenja druga je prica. To je kreativni i razi-

Vesna Skocir, Zagreb

Ma $to udili, vazno je razumijevanje. Razumijeti znadi vidjeti
jednu stvar u kontekstu ne¢eg drugog.

grani ¢in asocijacija koje mogu biti vodene ¢Cistom
intuicijom, iskustvom i, naravno, poznavanjem raz-
licitih strategija za rjeSavanije problemskih situacija.
Pri¢anje ove price mozda nece i¢i glatko, pogotovo
ako je problem tezak i ako se sa sli¢nim problemi-
ma nismo susreli ranije’. Pri¢a nalazenja rieSenja
prirodni je nastavak priCe koja opisuje (postavija)
problem. Stoga je jako vazno na koji smo nacin
ispricali pricu problema: s pomoc¢u znakova jezika
(govora ili zapisanih rijeci), grafickim prikazima ili
matematickim formulama.

Buduéi da nam je govorni jezik najblizi, u tom ¢emo
jeziku problemsku situaciju najlak$e prikazati. Ri-
jeci, izgovorene ili napisane na papiru ili ekranu,
su statiCne. Kada ih sluSamo ili se udubljujemo u
¢itanje, miih na neki nacin pokre¢emo; ozivljujemo.
Govorni nam jezik pomaze u logi¢kom zakljucivanju

! S predavanja koja je Susan Greenfield, redovna profesorica na Odsjeku za farmakologiju u Oxfordu, vodeca istraZivagica na podrugju
istrazivanja fizitke osnove svjesnosti i Alzheimerove te Parkinsonove bolesti, odrzala u Zagrebu 2013. godine na Medunarodnoj konferenciji

o suvremenom obrazovaniju (organizacija IWP Zagreb).

2 Ako smo primjerice vidjeli kako Pitagorin poudak “djeluje” na pravokutni trokut, istu ¢éemo formulu, vjerojatno, upotrijebiti i kod drugog
pravokutnog trokuta. Za ocekivati je da ¢e nam svaki ponovni “susret” s pravokutnim trokutima biti laksi. Ako je pred nama zadatak posve
sli¢an jednome od onih koje smo vec¢ ranije uspjesno savladali (rijesili), onda mozemo govoriti samo o rjeSavanju zadatka, ali se ne smijemo
zavaravati i govoriti o problemskom zadatku, jer on za nas vise nije problem. O problemu govorimo onda kad postoji cilj do kojeg Zelimo

do¢i, ali put do toga cilja nije odmah dokugiv.
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i omogucuje da lakSe povezemo elemente proble-
ma. Kod jednostavnijih problemskih zadataka taj
Ce jezik biti dovoljan da ispricamo i postupak na-
laZzenja rjeSenja.

Prikaz problema govornim jezikom ponekad se uz
neznatne intervencije jednostavno preto¢i u mate-
matiCki: tek jednalili dvije oznake i prica o problemu
postaje prica o rieSenju. S vremenom pretakanje
iz govornog jezika u matematicki postaje prirodno,
a razlicite postupke, primjerice one kojima dola-
zimo do rjesenja linearne jednadzbe, ili one koji-
ma nalazimo ekstremne vrijednosti neke funkcije,
dozivljavamo kao apstrakine “alate” za rjeSavanje
odredene klase problemskih zadataka. Sluzimo
li se pojedinim alatom ¢eSce, spretnije cemo nji-
me baratati. Brze ¢emo doéi do rieSenja, a pog-
reSaka ¢e biti manje. | $to je osobito vazno, pre-
poznat ¢emo u kojoj situaciji koji alat treba primije-
niti. Pritom je nuzno razlikovati problemske od tzv.
ablonskih zadataka. Sablonski nas zadatci mogu
samo nauciti rukovati alatom. Problemski zadatci
omogucuju da alatima ovladamo u potpunosti: da
se znamo njima sluziti, ali i da znamo kada koji alat
upotrijebiti.  Ostati na nivou Sablonskih zadataka
znaci odreci se samostalnosti u rjeSavanju prob-
lemskih zadataka, ustvari se odre¢i vlastitog rasta,
usavrSavanja. Ako tako razmisljamo, onda vrijeme
koje potrosimo na rjeSavanje Sablonskih zadata-
ka nije dobro utroSeno vrijeme — nece biti velika
pomo¢ u pravim problemskim situacijama, a bu-
du¢i da izostaje dublje razumijevanje, neizbjezno
ga prati nelagodan osje¢aj nesigurnosti.’

Kod grafickog prikaza problema podatci i veze
medu njima prikazani su s pomocu slika. Slike po-
mazu da lak$e otkrijemo uzorke medu podatcima
i/ili da naslutimo (ucrtamo) nove veze koje mozda
medu podatcima postoje te potom analizirajuci na-
crtano dodemo do rjeSenja. Mnogima ¢e se gra-
ficki prikaz viSe svidjeti jer slike poti¢u mastu na po-
seban nacin. Samo ¢e rijetki, oboruzani znanjem
i navikli na apstraktno misljienje, recenice, uvjete i
ogranienja problemske situacije, direktno pretva-
rati u matemati¢ke formule.

Natjeramo li sami sebe da pri¢u o problemu isp-
ricamo s pomocu razli¢itih simbola: rije¢ima (na-
pisanim ili izgovorenim), slikama ili matematickim
formulama, problemu ¢emo prici na razliCite nacine
te ¢emo dublje promisljati o njemu. Tako stvaramo
konceptualni okvir koji omoguéuje lakSe poveziva-
nje elemenata problema i utiremo put koji ¢e doves-
ti do rjeSenja. Pored toga, graficki simboli pomoci
¢e da matematicke alate (formule) “vidimo” na dru-
gi nacin te da njima bolje i potpunije ovladamo.

Osobito je vazna uloga nastavnika pomoci u¢eniku
da osjeti koji mu je od navedenih nacina blizi, koji
¢e ga najucinkovitije pribliziti problemu i konacno
pruziti zadovoljstvo da sam ispri¢a priCu rjeSenja.
Za pocetak se to moZe posti¢i pomnim odabi-
rom problemskih zadataka kroz koje ¢e nastavnik i
ucCenik zajedno pro¢i na razli¢ite nacine.

U primjerima/pricama koje slijede i problem i put
do cilja ispricani su graficki i matematicki. Treba
samo slijediti pricu. . .

Pogodi moj broj

Smislio sam broj — bacio je udicu Borna prelista-
vajuci bilieznicu koja mu se nasla pri ruci. Marina,
njegova sestra, laganim pokretima prstiju mijenjala
je sadrzaj na ekranu tableta ne pokazujuéi niti naj-
manju zainteresiranost. Ali Borna je bio siguran da
¢e se njegova sestra upecati, pa nastavi:

Ako se taj broj uveca za 10, onda je polovina trec¢ine
tako uvecanoga broja jednaka 10. Koji je to broj?

Marina je ve¢ davno prozrela Bornine igrice, sto-
ga, da mu ne da previSe gusta, neko vrieme nije
dizala pogled s trepcucih sli¢ica. Ali zagonetka je
bila ja¢a. Zamisli da je poznata detektivka koju su
pozvali na drugi kraj svijeta da rijesi vazan slucaj.
ViSe za sebe ponovi ¢injenice:

Da vidimo $to si Cinio tome broju: pribrojio mu 10,
uzeo trec¢inu zbroja i kada si tu trecinu prepolovio
dobio si broj 10.

3 Ponekad &ak i znamo koje matematitke formule treba upotrijebiti, ali buduéi da ih ne razumijemo, ne znamo kako.
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Razmisli jos malo, popravi nestasni uvojak i pobje-
donosno rece:

Ako sve ucinim obrnutim redom, dodi ¢u do tvoga
broja!

Moze li ovom strategijom Marina uspjesno rijesiti
slu€aj? Koji je broj smislio Borna?

Rjesenje.

Problem se graficki moze prikazati na sliedeci
nacin:

broj

broj 10

tre¢ina novog broja

10
polovina tre¢ine = 10

Iz ovoga se prikaza slijede¢i Marininu strategiju
moze “vidjeti” rieSenje:

broj koji prepolovljen daje 10 je 20

20 je trec¢ina od 60

za 10 manji je 50

Znaci, zamisljeni broj je 50. Provjerimo:
50+ 10 =60 (1 60| =10
7 2\3 T
Marinina strategija bila je dobra. No je li bila nuzna?

Ustvari ova zagonetka i nije bila tako teska. Malo
racunanja i upornosti i Marina bi sigurno pogodila

trazeni broj. Umjesto pogadanija broja i izvrSavanja
navedenih operacija, nadaju¢i se da ¢e konacni
izraCun biti jednak 10, domisljato je sve okrenula
naglavacke: krenula je redom koji je upravo obr-
nut stvarnom redoslijedu operacija. Pronasla je
koji je broj prethodio broju 10, a potom koiji je broj
prethodio tome broju i tako sve dok nije dosla do
zamisljenog broja. Primijenila je postupak koji zo-
vemo analizom ili metodom rje$avanja unatrag®.

No matematika nudi jo$ jedan “alat” koji moze
pomo¢i da do rjeSenja dodemo bez puno raz-
misljanja. Zapisemo li problem matematickim je-
zikom, bit ¢e jasno da je rijeC o postupku za
rieSavanje linearnih jednadzbi s jednom nepozna-
nicom.

Zamisljeni nepoznati broj oznac¢imo slovom x. Tom
broju pribrojimo 10 i dobijemo x + 10. Tre¢ina tako

uvecanog broja je: 3 (x+10), a polovina te trec¢ine
11

3 {3(x + 10)] . Budu¢i da je dobiveni broj jednak
10, preostaje rijesiti jednadzbu:

111
Dobijemo:

(x+10) = 10

x+ 10 =60
x = 50.

AN =

U posijet dolazi Vinko

Sutra dolazi Vinko. — najavio je tata. Svi su znali
koliko ga veseli Vinkov dolazak. To je znacilo da ¢e
se njih dvojica zatvoriti u sobu i cijelo poslijepodne
igrati Sah. No tata objavi i to da s Vinkom dolazi i
njegov mladi sin.

Vas dvojica bi se mogli malo zabaviti. — okrene se
Marinu. Bila je to viS§e molba nego prijedlog.

4 Bitna znacajka ovog postupka je da pri rieSavanju kreéemo od konaénog rezultata pa unatrag sve do zadanih pretpostavki. Definirao ga

je greki matematicar Papus (oko 300. godine).
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Sigurno neka beba koja jos ide u vrti¢ — frknu Marin
sebi u bradu. PokuSao se sjetiti kad je zadnji put
vidio sina tatina prijatelja. Uzalud.

Koliko ima godina? — odluci provjeriti.
37. — kratko ¢e otac.

Ma pitam te koliko njegov sin ima godina?! — Marin
je bio nestrpljiv.

Pa, to ti je bas zanimljivo. Za 5 ¢e godina Vinko biti
tri puta stariji od svoga sina. Sto mislis prije koliko
je godina bio 5 puta stariji?

Sad ga jos i zafrkava!l No Marin se nije dao smesti.
Uzeo je papir i olovku i. . . rieSenje je bilo tu.

Rjesenje.

Za pet godina Vinko ¢e biti tri puta stariji od sina.
Owu je reCenicu Marin “nacrtao” na sljedec¢i nacin:

37 5

godine oca za 5 godina

o o0

godine sina za 5 godina

e

godine sina sada

Za 5 godina otac ¢e imati 37 + 5 = 42 godine, a
sin 42 : 3 = l4godina. Dakle, Vinko ima 37, a
njegov sin 9 godina. Ako se vrijeme “pomakne”
malo unatrag, prema slichom modelu dobijemo:

— godine
godine sina oca

Ako se kazaljka pomakne unatrag....

Oduzmu li se od Vinkovih godina godine njegova
sina, dobiju se Cetiri jednake vremenske jedinice.
Jedna vremenska jedinica “traje” (37 —9) : 4 =
7 godina. Dakle, otac je bio 5 puta stariji od sina
kad je sinimao 7 godina. To je bilo prije (9—7 = 2)
dvije godine.

Put do rjesenja bio bi drukdiji da je Marin recenice,
uz odgovaraju¢e oznake, direktno preveo na “ma-
tematicki” jezik. Oznacimo li primjerice sa:

X — godine sina, a sa

y — prije koliko godina je Vinko bio 5 puta stariji od
sina,

tada se oCeve reCenice pretvaraju u sustav dviju
jednadzbi:
37+5=3(x+5)
37—y=5x—-y).

Preostaje odgonetnuti za koje Ce vrijednosti x i y
ovaj racun biti valjan. Odgonetanje se svodi na
skup jednostavnih pravila koja ¢e nas, slijedimo li
ih ispravno, dovesti do rjeSenja. Pritom je potpuno
nebitno kakvo smo znacenje pridali slovima x i y.

Tako iz prve jednadzbe dobijemo:

42 =3x+ 15
3x =27 /:3
x=09.

Uvrstimo li x u drugu jednadzbu, bit ¢e:

37-y=509-y)

37 —y=45—- 15y

—y+ 5y =45-37

4y=8 /:4

y=2.
Vrijednosti x i y viSe nisu nepoznate. Matematicari
bi rekli da je sustav jednadzbi rijesen. To znaci da
se iz matemati¢kog svijeta slobodno vratimo u onaj
stvarni, jer sve su dileme rijeSene: Vinkov sin ima
(x = 9) devet godina; prije (y = 2) dvije godine
Vinko je bio 5 puta stariji od sina.
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