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Sto je to RME?

RME (Realistic mathematics education) kratica je
koja oznacava Realisticnu matemati¢ku edukaci-
ju. Njezin razvoj zapoceo je oko 1970. u Nizozem-
skoj. Upravo je za razvoj RME koncepta zasluzan
Hans Freudenthal koji je u Utrechtu osnovao Ins-
titut za razvoj matematiCke edukacije, a danas taj
institut nosi njegovo ime te se zove Freudenthalov
institut za znanstvenu i matemati¢ku edukaciju.
Freudenthal je smatrao da se matematika mora po-
vezati sa stvarnim svijetom, da mora ostati blizu is-
kustvenog ucenja te da mora biti korisna drustvenoj
zajednici kako bi imala pravu vrijednost. Umjesto
Skolskog predmeta u kojem se znanje prenosi s
nastavnika na u¢enika, Freudenthal je poticao ide-
ju matematike kao “ljudske aktivnosti”. Smatrao je
da nastava matematike treba omoguciti uenicima
vodeno otkrivanje matematickih ideja. To zapravo
znadi da unutar matemati¢kog obrazovanja nagla-
sak ne smije biti stavljen na matematiku kao zat-
voreni sustav koji je sam sebi dovoljan, nego na
aktivnost, na proces matematizacije. Tako postoje
dvije vrste matematizacije: vertikalna i horizontal-
na matematizacija [2]. Kroz horizontalnu mate-
matizaciju ucenici dolaze do potrebnih matema-
tickih alata koji im pomazu organizirati i rijesiti pro-
blem smjesten u stvarnu Zivotnu situaciju. Vertikal-
na matematizacija je proces reorganizacije unutar
samog matemati¢kog sustava, primjerice, prona-
laZzenje precica i otkrivanje veza medu koncepti-

ma i strategijama, te primjena tih otkri¢a. Zapravo
mozemo reci da horizontalna matematizacija ide iz
stvarnog svijeta u svijet matematickih simbola, dok
je vertikalna matematizacija pomicanje unutar svi-
jeta matematickih simbola. lako se ova razlika ¢ini
nedvosmislena, Freudenthal je istaknuo da ne pos-
toji precizan rez izmedu ova dva svijeta. Obje vrste
matematizacije su jednako vrijedne. Stovige, mate-
matizacija se moze dogoditi na razli¢itim razinama
razumijevanja matematickin pojmova.

Pogresna interpretacije rijecCi
“realisticna”
Unato¢ jasnim opisima horizontalne i vertikalne ma-

tematizacije, RME je postala poznata kao matema-
ticka edukacija vezana uz stvarni svijet. Ovo se
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osobito prosirilo izvan Nizozemske, ali ¢ak se i u
nekim dijelovima Nizozemske pojavljuje takva inter-
pretacija. Upravo je rije¢ realisti¢na izvor krivih tu-
macenja. RijeC realisticna ne oznaCava samo vezu
sa stvarnim (realnim) svijetom, nego je vezana uz
srediSte nizozemske matematicke edukacije u ko-
joj ucenici matemati¢ko znanje stje€u razmatrajuci
problemske situacije koje mogu zamisliti. Prijevod
rije¢i zamisliti na nizozemski jezik je zich REALISE-
ren. Realisticna matematicka edukacija (RME) ime
je dobila upravo po tome; ono $to uCenik moze
predoditi u svom umu. To znaci da u problemima,
koji se stavljaju pred u€enika, mogu biti situacije iz
stvarnog svijeta, ali da to i ne mora uvijek biti ta-
ko. Svijet maste i bajki, kao i formalni matematicki
svijet, mogu dati odgovarajuci kontekst sve dok to
ucenik moze zamisliti.

Progresivna formalizacija

U srcu RME-a stoji progresivna formalizacija. To
je proces u kojem se “od konkretnog ide prema
apstraktnom”, a pojavio se u edukaciji pocetkom
proslog stolje¢a. No RME daje uceniku vise od
prijelaza od konkretnog prema apstraktnom. Slijed
poucavanja u RME-u mozemo zamisliti kao krivulje
ucenja, u kojima se kontekst problema koristi kao
pocetna tocka, koja potice ucenikovo neformalno
zakljuCivanje. Zapravo, kontekst je izvor novog ma-
temati¢kog znanja.

Ako je potrebno, nastavnik upoznaje ucenike s
predformalnim strategijama i vizualnim modelima
koji progresivno postaju sve formalniji. Oni sluze
kao potpora za otkrivanje smisla i razvijanje ma-
temati¢kog razumijevanja. Predformalne strategije
Cesto su ucinkoviti preCaci, kao primjerice “razbi-
janje” velikih brojeva na manje kod problema dije-
lienja, umjesto koristenja neprestanog oduzimanja.
Predformalni modeli su prikazi koji se mogu koris-
titi u razlicitim kontekstima za rjesavanje problema,
kao $to su tablica omjera ili dvostruki brojevni pra-
vac kod proporcionalnih veli€ina (slika 1). Predfor-
malne strategije i modeli vrlo su korisni jer su bli-
sko povezani s ucenikovim zakljuCivanjem. Pred-
formalne strategije i modele ucenici lakse razumiju,
iako nekad nisu ucinkovite kao formalni algoritmi.

1 3
0 5 5 1
0 5 ? 25

Slika 1. Dvostruki brojevni pravac

Kontekst problema, vizualni prikazi, predformalne
strategije i formalna matematika isprepleteni su
kroz RME kurikul i pouCavanje. Kontekst se ne
daje na kraju u¢enja nekog koncepta i nije umjet-
no dodan, kao primjerice kod nas kada se uvode
zadatci rije¢ima. Ovdje kontekst sluzi kao pocetna
toc¢ka neke realne situacije i poti¢e ucenika na ak-
tivnost. Kontekst se prosiruje uzastopnim prob-
lemima, prikazima i strategijama kako bi se raz-
vila koherentna krivulja uc¢enja, koja se neprekidno
izgraduje i uCvrscuje. Tako se stvaraju Cvrsteijasne
veze izmedu konteksta, koncepata, proceduralnog
znanja i uéenikova razumijevanja formalne mate-
matike.

Kako bi prikazali nacin na koji se ostvaruje pro-
gresivna formalizacija kroz pouCavanje u RME-u,
znanstvenici Freudenthal instituta za znanstvenu i
matematicku edukaciju [3] razvili su “model san-
te leda” (slika 2). Santa leda sastoji se od vr-
ha iznad povrSine mora, i veéeg dijela ispod po-
vr§ine mora koji predstavlja sposobnost plutanja.
Vrh sante leda predstavlja formalne procedure ili
simboli¢ki prikaz nekog koncepta. Prije nego se
postigne ova formalna razina, ucenici moraju raz-
viti viestine i ostvariti uvid na manije formalnim razi-
nama (sposobnost plutanja). Rabeci ovaj pristup,
ranije ste¢eno ucenikovo znanje vrednuje se kroz
odgovore i reakcije u realistichom kontekstu, a on
ih motivira na koristenje matematickog jezika. Kas-
nije ucenici koriste strukturirane modele kojima se
postize dublje razumijevanje simbolickih, formal-
nih prikaza. Ovakav model nam na zanimljiv nacin
pokazuje da rad samo na formalnim procedura-
ma i ignoriranje smislenih prikaza ispod povrsine
mora nije uCinkovit naCin za ostvarivanje matema-
tickog razumijevanja. Ako nisu prisutni poznati pri-
kazi, direktni formalni pristup poti¢e u¢enike samo
na prisjecanje. No, ako se u obzir uzmu i ma-
nje formalni prikazi, tada je veca vjerojatnost po-
vezivanja ucenikovih neformalnih znanja, razvijanja
smisla za brojeve, ostvarivanja veza medu prikazi-
ma i rjeSavanja problema.
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Principi RME

Dakle, Realisticna matematicka edukacija u sebi
sadrZi videnje kako ucenici trebaju usvajati ma-
tematiCke koncepte, kako se matematika treba
poucavati i kako matematika treba izgledati kao
Skolski predmet. To videnje moze se opisati s
pomoc¢u Sest principa: princip aktivnosti, princip
stvarnosti, princip razine, princip interakcije, prin-
cip isprepletenosti i princip vodenog otkrivanja [1].
Princip stvarnosti je opisan u gornjem tekstu, no
pogledajmo sada ostale principe:

Princip aktivnosti. Ideja matematizacije se od-
nosi na poimanje matematike kao aktivnosti, $to
se prema Freudenthalu najbolje moze ostvariti kroz
aktivno sudjelovanje. Ucenici su aktivni sudionici
obrazovnog procesa u kojem razvijaju razlicite ma-
tematiCke alate i stjieCu uvid u vlastite sposobnos-
ti. KoriStenje znanstveno strukturiranog matema-
tickog kurikula, u kojem su uéenici izlozeni gotovim
matemati¢kim algoritmima i apstraktnim matema-
tickim konceptima, moze se promatrati kao anti-
didakticka inverzija. Ona se bazira na pogresnoj
pretpostavci da se rezultat matematickog misljenja
moze direktno prenijeti u¢enicima. Princip aktiv-
nosti znadi da su ucéenci izloZzeni problemskim si-
tuacijama u kojima oni stvaraju matematicke kon-

v

vrh sante leda

1y
4
sposobnost
0 31 plutanja
1

Slika 2. Santa leda

cepte i postupno razvijaju odgovaraju¢e algoritme
kroz vlastite neformalne metode.

Princip razine. Ovdje uCenje matematike znaci da
ucenici prolaze kroz razliite razine razumijevanja:
od sposobnosti da izmisle neformalna rieSenja ve-
zana uz odredeni kontekst, do stvaranja razlicitih
pre€aca, stjecanja uvida u temeljne principe i pro-
nicanje u Sire odnose. Uvjet za dolazak na sljede¢u
razinu je ucenikova sposobnost da analizira i raz-
mi$lja o provedenim aktivnostima.

Princip isprepletenosti. Cjeline u matematici ne
mogu se razdvojiti. Stovige, rieSavanje problema
u bogatim kontekstima ¢esto znadi da ¢e se mo-
rati primijeniti Siroki spektar matematickin alata i
znanja. Na primjer, ako ucenici moraju procijeniti
veli¢inu zastave, ova procjena ne uklju¢uje samo
mijere, nego omijere i geometriju. Princip ispreple-
tenosti ¢ini kurikul koherentnim, i u tome lezi njego-
va snaga. Cijeline su povezane, a isti se koncepti
mogu nadi u razli¢itim cjelinama.

Princip interakcije. UCenje matematike je dru-
Stvena aktivnost. Obrazovanje treba omoguciti
ucenicima da medusobno razmijene svoje strate-
gije i otkrica. Slusajuci ono $to su drugi otkrili i
raspravljaju¢i o otkri¢ima, ucenici dobivaju ideje za
poboljanje vlastitin strategija. Ovakva interakcija
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ucenicima omogucuje postizanje vise razine razu-
mijevanja. Poucavanje cijelog razreda osobito je
vazno unutar RME-a. Medutim, to ne znadi da cijeli
razred napreduje zajedno i da svaki ucenik dos-
tize istu razinu razvoja u istom trenutku. Naprotiv,
u RME-u ucenici se promatraju kao pojedinci, koji
imaju vlastiti, individualni put u¢enja. Ovaj pogled
na ucenje Cesto rezultira nastavom u malim skupi-
nama, gdje svaka skupinaima svoju krivulju u¢enja.
U RME-u, medutim, razred se nastoji oCuvati kao
cjelina, zajednica, te postoji prilagodavanje raz-
licitim razinama uc¢enickih sposobnosti. To se moze
uCiniti daju¢i u€enicima mogucnost u¢enja na pro-
blemima koji se mogu rijesiti razliCitim razinama
razumijevanja.

Princip vodenog otkrivanja. Jedan od klju¢nih
Freudenthalovih nacela matemati¢kog obrazova-
nja je vodeno otkrivanje matematike tj. ucenicima
se omogucuje da kroz “vodenje” imaju priliku po-
novno izumiti, otkriti “matematiku”. U RME-u, nas-
tavnici i obrazovni programi imaju klju¢nu ulogu u
nacinu na koji uCenici stjeCu znanja. Oni usmije-
ravaju proces ucenja, ali ne na fiksan nacin tako
Sto demonstriraju $to ucenici moraju nauciti. To
je u suprotnosti s principom aktivnosti i dovodi do
pseudo-razumijevanja. Umjesto toga, ucenici tre-
baju prostor za izgradnju vlastitih matematickih uvi-
daialata. Kako bi dosli do Zeljenog stanja, nastav-
nici moraju pruziti u¢enicima okruzenje za ucenje
u kojem se pojavljuje proces izgradnje. Nastavnici
moraju biti u stanju predvidjeti gdje i kako potaknuti
razvoj uc¢eni¢kog znanja i vjestina. Stoga, obrazov-
ni programi trebaju sadrzavati scenarije koji imaju
potencijal “skele”, potpore, kod stjecanja znanja.
Za ove je scenarije vazno da su uvijek usmijereni
prema dugorocnoj trajektoriji u¢enja. A bez ovak-
vog stava, nije moguce voditi uCenike.

Progresivna formalizacija
| logaritamska funkcija

U vecini nasih srednjoskolskin udzbenika logari-
tamska se funkcija uvodi kao inverzna funkcija eks-
ponencijalnoj, koriste¢i relacijuy = b* <— x =
log,y. A zatim se daju pravila logaritmiranja tj.
svojstva logaritamske funkcije (npr. log a+logb =

log ab) koja se povezuju sa svojstvima eksponen-
cijalne funkcije. lako je ovaj pristup matematicki
ispravan, on uc€enicima ne nudi smislenu vezu lo-
garitma i ranije videnih matemati¢kin prikaza. Ka-
ko bi se pojam logaritma konceptualizirao, uc¢enici
moraju razumieti eksponencijalni rast. Ovdje ¢emo
pokazati drugaciji pristup uvodenja logaritamske
funkcije koristenjem RME pristupa [4], a koji bismo
mogli provesti i u nasim Skolama.

Neformalni i predformalni pristup

Da bi RME pristup bio uspjesan za logaritamsku
funkciju, nuzno je i eksponencijalnu funkciju uves-
ti na takav nacin. Pojam eksponencijalnog rasta
mozemo prikazati usporedujuci linearan i ekspo-
nencijalan rast u nekoj polurealisti¢noj situaciji:

Zadatak 1. Dva su prijatelja istoga dana kupila ko-
bile. Obje kobile imale su masu po 50 kilograma.
Nakon mjesec dana prijatelji su usporedivali mase
svojih kobila. Tomislav je rekao: “Moja kobila je
dobila 10 kilograma.” Ivan je rekao: ‘A moja 20 %
svoje mase.” Idu¢i mjesec prijatelji su ponovno raz-
govarali i Tomislav je ustvrdio da se njegova kobila
udebljala jos 10 kg, a Ivan da je njegova dobila jos
20 %. Koliko su se kobile udebljale za dva mjese-
ca?

Pocetni kontekst i pitanje zapravo razotkrivaju krivo
steCena znanja o postotcima (slika 3). U razredu
treba razviti diskusiju o razli¢itim uzorcima rasta koji
su dani u uvodnom primjeru. Oba rasta treba pri-
kazati predformalnim modelima koji ¢e dalje sluZziti
za zakljuCivanje o eksponencijalnoj i logaritamskoj
funkciji. Te modele mozemo vidjeti na slici 3. Ov-
dje se koristi dvostruki brojevni pravac. lako su
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Za linearan rast: svaki fiksan vremenski korak (+1)
zahtijeva fiksno zbrajanje (+c)

—
+c +c +c +c +c +c

konstanta /—Y—W

M T T o S o R |
—

Za eksponencijalan rast: svaki fiksan vremenski
korak (+1) zahtijeva fiksno mnozenje (x g)

—
faktor xg xg Xg xXg Xg Xg
rasta

VIDEME 1 41 4+l 41 1+

—_—
Slika 3. Faktori rasta

modeli sli¢ni i mogu navesti ucenika na krivi smjer
zakljucivanja, upravo ta sli¢nost je klju¢na za raz-
vOj razumijevanija nagiba (koeficijenta smjera) kod
linearne funkcije i baze za eksponencijalnu funkci-
ju. Jedan pravac ima konstantni aditivan, a drugi
konstantni multplikativan rast. U oba slucaja, traja-
nje rasta, tj. vremenska varijabla ¢ ima vaznu ulogu.

Dodatni primjeri koji povezuju neformalno i pred-
formalno zakljucivanje ukljucuju istrazivanje prob-
lema bakterija u kojemu se obujam bakterije udvo-
struCuje svaka dva sata.

E]

Zadatak 2. Pocevsi sa 128 bakterija E. Coli Ciji se
obujam (i broj) udvostrucuje svaka dva sata, funkci-
ja koja opisuje ovaj proces rasta moze se zadati na
sliededi nacin V(t) = 128 - 2!, gdje je t vrijeme (u
jedinicama od 2 sata), a V obujam bakterije E. Coll.
Utrenutku t = O, obujam bakterija je 128, a u trenut-
ku t = 1, obujam (i broj) bakterija se udvostrucio
i iznosi 256. No, izmedu trenutkat = 0it = 1,
obujam eksponencijalno raste od 128 do 256. Dan
je graf (slika 4) koji prikazuje sve vrijednosti izmedu
128 256.

AccV' Spot Magn  Det WD Exp
300KV 30 6836x SE 84 3

L\

1. Koristenjem grafa, napravite tocnu procjenu obuj-

ma E. Coli nakon jednog sata (dakle zat = 0.5),
i nakon 3 sata (zat = 1.5).

2. Ako se oba broja podijele, dobit ¢e se to¢no
vrijednost 2. Zasto?

|
ot

06 -04 =02,

Slika 4. Bakterije
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3. Koristenjem (grafickog) kalkulatora pronadi vri-
Jjednostiza V(0.5) i V(L.5).
v(0.5) V(1)

V(0) ' V(0.5)
trebale imati istu vrijednost.

V(1.5)

v

4. Objasni zasto bi
V(2)
V(1.5)
5. Kaji je rezultat svakog omjera? Objasni Sto pred-
stavija taj omjer.

6. Koja je veza tog rezultata i faktora rasta 2 (za dva
sata)?

Udvostrucivanje kao faktor rasta bakterije E. Coli
u nekom vremenskom trenutku dano je s to¢no
odredenom svrhom. Taj faktor rasta generira uzo-
rak koji je ucenicima jednostavniji za zakljuCivanje
od stvarnog faktora. Takoder, udvostrucivanije kao
faktor rasta kasnije se povezuje s logaritamskom
funkcijom te je i to jedan od razloga zasto se ono ra-
bi. Dodatno je u zadatku prikazan i graf za razli¢ite
obujme. KoriStenje tog grafa i povezanih omjera
naglasava stabilnost i predvidljivost funkcije kada
je razlika izmedu dvaju vremenskih perioda jedna-
ka.

Prijelaz na logaritme

Nakon eksponencijalne funkcije prelazimo na lo-
garitamsku funkciju. MoZemo poceti problemom
u kontekstu u kojem treba povezati graf i tablicu s
podatcima za povrsinu koju prekriva vodena le¢a.
Od uCenika se zatim trazi da interpretiraju dani graf
kako bi odredili koliko je vremena potrebno vode-
noj leéi da naraste x m?. Tada to postaje nastavak
problema s kobilama i bakterijama. Kada se ta-
blica popuni vrijednostima koje se mogu ocitati s
grafa, ucenici trebaju naci vrijeme za povrsine koje
nisu dane na grafu.

Zadatak 3. Vodena le¢a nalazi se u jezeru. Povrsina
koju prekriva vodena lec¢a udvostruuje se svaki
dan. Formula koja opisuje taj proces je P = 27,
Graf na slici 5 prikazuje taj proces za prva Getiri da-
na. Koristenjem grafa odgovori na sljedeca pitanja:

1. U kojem trenutku ée biti 3 m?* vodene lede u
jezeru? A6 m?? A 12 m2?

2. Bez pomoci grafa odgovori na pitanje: U kojem
trenutku ée vodena leda prekrivati 24 m??

3. Kada de biti 5 m?, 10 m2, 20 m? vodene leée?

(um’)

v

povr§ina

vrijeme (u danima)

Slika 5. Vodena le¢a

Popuni tablice:

Povrsina (u m?) 3 6 12 24

Vrijeme (u danima) 1.6

Povr$ina (u m?) 25 5 10 20

Vrijeme (u danima) 2.8

Povrsina (u m?) 025 05 1

Vrijeme (u danima) 0

Tablica 1.
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Ucenicima se prikazuje tablica koja sadrzi razli¢ita
vremena i odgovarajuce povrsine vodene lece (ta-
blica 1). Od ucenika se trazi da pronadu uzorak
u tablici i da objasne smisao tog uzorka. Uvodi
se notacija #(P) kao oznake za “vrijeme (z) ko-
je je potrebno da se prekrije povrsina P, pocCevsi
s povréinom od 1 metra kvadratnog”. Tako #(8)
oznacava da je potrebno 3 dana da bi povr$ina
narasla do 8 m?, #(20) = 4.32 oznatava da je po-
trebno 4.32 dana da bi pogetna povréina od 1 m?
narasla do 20 m?.

= 1 2 3 4 5 6 7
t 0 1 168 2 232 258 281

P 8 g 10 11 12 13 14

t 3 317 332 346 358 37 3.81

P 15 16 17 18 19 20 21
t 391 4 409 417 425 432 4.39

P 22 23 24 25 26
t 446 452 458 464 47

Tablica 2.

Koristenjem gornje tablice 2 ucenici mogu pronadi
uzorke kao #(5) + #(3) = #(15), t(25) = 2 - ¢(5)
i 2(18) — #(2) = #(9). Ti uzorci ucenicima imaju
smisla i oni su predformalni prethodnici pravila za
produkt, potenciranje i kvocijent logaritama.

Formalizacija

Nakon shvacanja pojma eksponencijalne funkcije,
a prije uvodenja logaritamske funkcije, probleme s
kontekstom treba smanjivati, a povecavati proble-
me s formalnim prikazima eksponencijalnog rasta
i pada (opadanja). Vizualni prikazi, kao dvostruki
brojevni pravac, trebaju se koristiti za proucavanije

matematickih struktura i generalizaciju eksponen-
cijalnog fenomena. Tijekom diskusije o pravilima
s eksponentima i povezanih koncepata, ucenici se
mogu vracati na prijasnji istrazivani kontekst kao
referentnu toCku za postizanje smisla. Nadalje,
generalizacija veze navodi uCenike da uoce pra-
vila za produkt. U okviru RME-a, kada se produbi
ucenicka sposobnost zaklju€ivanja s pomocu ap-
straktnih simbola, neki ucenici ¢e zakljucivati o lo-
garitamskoj funkciji bez ikakvog povezivanja s kon-
tekstom, dok Ce se neki vracati na kontekst u koji
je ukljuceno vrijeme. Primijerice, izraz log,(5) + 3
moze se promatrati u kontekstu vrijeme — povrSina:
kao vrijeme koje je potrebno da se povrsina upe-
terostruci plus jo$ 3 dana (tijekom kojih se poveca
8 puta, tj. 2 - 2 - 2). To rezultira vr.emenom koje je
potrebno da se postigne 40 puta veca povrsina od
pocCetne. Formalan prikaz ove situacije moze se
zapisati kao log, (5) + 3 = log,(5) + log, (2°) =
log,(5 - 8) = log,(40). Ovakav pristup omo-
gucava jednostavnije razumijevanje pojma logari-
tam, Cak i za one ucenike koji sa sigurnoS¢u koriste
simbolicke izraze.
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