Franka Miriam Brueckler, Zagreb

Nakon §to smo se u prva dva nastavka bavili
uvodenjem simbola Cetiriju osnovnih racunskih opera-
cija, napravit ¢emo predah od povijesti matematickih
simbola i pozabaviti se malo prvenstvom u sadrZzajnom
smislu. Od mnostva mogucih tema, za ovaj broj
odabrah: Tko je prvi to¢no odredio povrsinu nekog lika

obrubljenog krivuljama?

Dok je odredivanje povrsine pravokutnika poznato
iz pradavnih vremena, a u doba pitagorejaca (6.
st. pr. Kr.) je uoceno kako iz toga dobiti pravila'
za odredivanje povrsina raznih mnogokuta, to¢no
odredivanje povrsina likova obrubljenih krivuljama
ima dugu povijest. lako je nacelno za taj prob-
lem potreban integralni racun (razvili su ga New-
ton i Leibniz krajem 17. stolje¢a), ve¢ su stari Grci
raspolagali njegovim ranim oblikom, poznatim pod
imenom metoda ekshaustije, koju su — posebice Ar-
himed — primijenili na odredivanja mnogih povrsina
(iobujama). Ipak, niti je itko prije otkri¢a integralnog
racuna dao op¢i postupak za odredivanje povrsina
likova zakrivljenog ruba, niti je za sve njih potreban
integralni racun.

Mozda mislite da je prva utvrdena povrsina takvog
lika bila povr§ina kruga, no nije — iako nije dale-
ko od istine. Naime, tijekom 5. st. pr. Kr. gr¢ki su
se matematicari poceli baviti problemom povrsine
kruga. Zapravo, bilo bi bolje re¢i: kvadrature. Na-
ime, aproksimativne metode za izracunavanje po-
vréine kruga imali su jo$ stari Egip¢ani i Babilon-
ci, no tek su gréki matematicari matematiku ucinili
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egzaktnom znano$¢u. Pritom je posebno bitnu
ulogu igrao Platonovoj Akademiji pripisan zahtjev
da se geometrijske konstrukcije priznaju samo ako
su provedene ravnalom (bez oznaka) i Sestarom.’
Problem povrSine kruga tako je postao problem
konstrukcije stranice kvadrata koji ima istu povrsinu
kao krug zadanog polumjera — problem kvadratu-
re kruga. | tako su se tijekom 5. st. pr. Kr. mnogi
prihvatili tog — kako danas znamo: beznadnog —
posla.

Najznamenitiji gréki matematiCar tog doba bio je
Hipokrat s Hiosa. On je izvorno bio trgovac, koji se
u jednom trenu poceo baviti matematikom. Legen-
de — moguce istinite — kazu da se matematikom
poceo baviti u Ateni ¢ekajuci odstetu nakon §to su
mu gusari pokrali imovinu. Bilo kako bilo, Hipokrat

! MoZda biste radije da ovdije pige rije¢ “formule”, no formule — koje su same po sebi samo koncizni zapisi pravila — u suvremenom smislu

nisu postojale prije renesanse (zapravo, tad su se tek pocele razvijati).

2 Danas znamo: geometrijski problemi koji se mogu svesti na rie$avanije kvadratne jednadzbe s cjelobrojnim koeficijentima rjesivi su ravnalom

i Sestarom.
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se poceo baviti i problemom kvadrature kruga i pri-
tom primijetio (neki kazu: i dokazao®) da svi krugovi
imaju jednak omijer svoje povrSine prema povrsini
kvadrata nad svojim promjerom. Uz pretpostavku
da Hipokratu priznamo zaslugu za taj teorem, mo-
ramo mu priznati i da je on odgovor na nase pitanje
iz naslova.

Naime, on je odredio kvadrature likova koji su nje-
mu u Cast dobili ime Hipokratovi mjeseci. To su oni
mijeseci — likovi omedeni lukovima dviju nekoncen-
triénih kruznica razli¢itih polumjera — koji se mogu
kvadrirati ravnalom i §estarom. Danas je poznato
da takvih mjeseca ima pet tipova, a dokaz te tvrd-
nje pripisan je znamenitom Svicarskom matema-
tiGaru Leonhardu Euleru (18. stolje¢e). Hipokrat je,
tako navode izvori, poznavao tri od tih pet tipova
i postupak njihove kvadrature. Ovdje ¢emo opi-
sati samo najjednostavniji, prvi slu¢aj, a za ostale
zainteresirane Citatelje upu¢ujemo na web-stranicu
http://www.cut-the-knot.org/pythagoras
/FaultyLuneQuadrature.shtml .

Prvi je Hipokratov mjesec omeden jednom polu-
kruZznicom i jednom Cetvrtkruznicom. Krenemo |i
od istokra¢nog pravokutnog trokuta, spomenuta je
polukruznica konstruirana nad njegovom hipotenu-
zom, a Cetvrtkruznica ima srediste u vrhu uz pravi
kut i polumjer jednak kateti. Sa slike 1 vidljivo je:
povrsina mjeseca jednaka je zbroju povrsina troku-
ta i polukruga nad hipotenuzom umanjenom za po-
vrSinu kruznog isjeCka koji odgovara Cetvrtkruznici.
Ako krenemo od spomenutog teorema (proporci-
onalnost povrsine kruga i kvadrata njegova prom-
jera) zakljucujemo da je povrsina polukruga razm-
jerna kvadratu hipotenuze, a povrsina spomenutog
isjeCka je razmjerna — s istom konstantom propor-
cionalnosti — polovici kvadrata dvostruke katete tro-
kuta (tj. dvostrukom kvadratu katete). 1z Pitagorina

Slika 1. Prvi Hipokratov mjesec

poucka — ¢iji dokaz je poznat bar jedno 50 godina
prije Hipokrata — slijedi da su povrSine polukruga i
isjeCka jednake, te zakljuCujemo: mjesec ima istu
povrSinu kao trokut. Kako je trokut lako kvadrirati
(razmislite sami kako!), vidimo da je dobivena kva-
dratura ovog tipa Hipokratova mjeseca.

Neki kazu da je Hipokrat mislio da je svojim kvadra-
turama mjeseca rijesio problem kvadrature kruga,
no vjerojatnije je da nije. Oni koji tvrde da jest
pozivaju se na sljedec¢u ideju pripisanu Hipokratu
(za koju je lako moguce da su je kasnije dodali
komentatori Hipokratova djela): sa slike 2 vidimo
da je povrSina kruga jednaka zbroju povrsina upi-
sanog mu pravilnog Sesterokuta i Sest polukrugova
nad stranicama tog Sesterokuta umanjenom za po-
vrSine Sest mjeseca kao na slici. No, nema dokaza
da je Hipokrat tvrdio da se ovi mjeseci mogu kvad-
rirati.

Slika 2. “Kvadratura” kruga s pomocu Sest mjeseca

Za kraj spomenimo jo$ da je Hipokratov prvi mje-
sec na slucaj opceg pravokutnog trokuta poopcio
arapski matemati¢ar Alhazen (Al-Haytham; 10./11.
stolie¢e). On je pokazao da je svaki pravoku-
tan trokut po povrsini jednak zbroju povrs§ina dva-
ju mjeseca omedenih polukruznicama nad kateta-
ma i kruznicom nad hipotenuzom (slika 3). Do-
kaz nije tezak te ga za zadacu i zabavu ostavljamo
poStovanom Citatelju.

Slika 3. Alhazenovo poopéenje prvog Hipokratova mjeseca

3 Prvi povijesno pouzdani dokaz te tvrdnje mozemo naéi u XII. knjizi Euklidovih Elemenata (oko 300. g. pr. Kr.), a temelji se na spomenutoj

metodi ekshaustije.
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