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Slika 1.

Mnogo je ucenika koji ¢e najesen krenuti u prvi razred osnovne Skole. Njihovi roditelji zacijelo
znaju koja im je osnovna $kola najbliza i gdje ¢e upisati dijete. U gusto naseljenim gradovima
mozda ¢e se netko i dvoumiti koja bi Skola stvarno bila blize za njihovo dijete. S druge strane,
same Skole i nadlezni uredi vjerojatno ve¢ dugo znaju koje im podrucje pripada. Ali da ne bi
bilo zabune, premrezena karta dijela grada Zagreba na slici 1 nije nikakav sluZzbeni dokument.
Uz pomo¢ servisa Mreza ustanova u sustavu obrazovanja (mreza-skola.mzos.hr) |
programa GeoGebra i vi sami mozete brzo razgraniciti bilo koji djeli¢ Hrvatske. Ne mora to biti
samo mreza Skola, moZete rasporediti po karti bilo koji broj to¢aka i dobiti crte koje razdvajaju
podrucja naredbom:

VoronoijevDijagram[A,B,C,D,E,F,...]

Ta naredba svakoj zadanoj to¢ki ravnine, ¢voru, pridjeljuje podrucje ili ¢eliju, &ije su sve tocke
blize svom ¢voru nego bilo kojem drugom &voru.

U trenutku kada MiS izide iz tiska ve¢ ¢e zapodeti
Svjetsko nogometno prvenstvo i pogled ¢ete teSko
moc¢i maknuti od zelenih nogometnih igralista koja
Ce izbijati s TV ekrana. | nogometasi moraju znati
koje je njihovo podrucje obrane ili napada u sva-
kom trenutku igre. TeSko da u tom trenutku oni
matematiziraju jer pored svog talenta i osjecaja za
prostor, tu su i silni sati treninga za bolju uigranost
momcadi. Razmjestaj na terenu se zna i momcad
zauzima jednu od ve¢ razradenih i dogovorenih for-

macija: 4-3-3, 4-4-2, 3-5-2. .. Ipak, nama moze biti
zanimljivo kako je takvim formacijama teren raspo-
dijeljen, pogotovo zbog toga sto su igraci za raz-
liku od $kola u gornjem primjeru pomicni (slika 2).
Interaktivni aplet mozete pogledati na adresi ggb-
tu.be/122526 i njime rasporedivati igrace kako
god to zelite.

Voronoijev dijagram nazvan je u Cast ukrajinskog
matematic¢ara Georgija Voronoija (1868. — 1908.)
ali problem je puno stariji i pripisuje se Descarte-
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Slika 4. Slika 5.

sovu objasnjavanju gravitacije (slika 3). Kako se
i Dirichlet bavio ovim grafom, ponekad ga zovu i
Dirichletovo poploCavanje.

Slika 6.

Imamo li Cetiri tocke, problem je vec prili¢no slozen.
Granice Celija i¢i ¢e po simetralama, ali problem
postaje odrediti algoritam po kojem ¢e se racunalo
ponasati u vrlo razli¢itim situacijama (slika 6).

Postoji viSe racunalnih algoritama za konstrukciju
Voronoijeva dijagrama. Nama moze biti zanimljiv
algoritam Stevena Fortune (1987.) jer rabi svojstva
parabole. Po definiciji parabola je skup to¢aka rav-
nine koje su jednako udaljene od ¢vrste tocke ravni-
ne i ravnalice. Fortune uvodi ravnalicu koja klizi po
ravnini i kada prijede ¢vor, pojavljuje se parabola.
Sjeciste dviju parabola koje je po definiciji jednako
udaljeno od obaju ¢vorova crta liniju razgranicenja.
Ovdje ¢e se pojaviti krupan problem uklju€ivanja i
iskljucivanja sjecista koji se mora rijesiti.

Slika 3.

Vjerojatno vam ve¢ pada na um kako konstruirati
Voronoijev dijagram. Ako imamo samo dva ¢vora
problem je jednostavan, simetrala njihove spojnice
razdijelit ¢e ravninu na dva podrucja (slika 4). Prob-
lem je trivijalan ako imamo i niz kolinearnih &vorova.
S tri nekolinearna ¢vora problem ¢emo takoder la-
ko rijesiti simetralama, jer ¢e se one sje¢i u jednoj
tocki (slika 5). Slika 7.
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Kao $to je ve¢ u uvodu receno, Voronoijev dijag-
ram mozemo dobiti s pomocu gotove GeoGebrine
naredbe, ali to ne znaci da dijagram ne moZzete u
potpunosti od pocetka konstruirati bez te nared-
be. GeoGebrini kreativei dosijetili su se jednoj jed-
nostavnoj, a vrlo zgodnoj ideji. Konstruiramo dvije
kruznice jednakog polumiera, ali im pridijelimo raz-
licite boje. Uklju¢imo pustanje traga kruznicama
dok polumijer animiramo od njegove najvece vri-
jednosti k nuli. Boja u podrucjima ostaje ona koja
posliednja “pise”.

Slika 8.

r=0e———

Slika 9.

Isto nacelo primijenimo za viSe ¢vorova koje cemo
sada radi brzine crtati s pomoc¢u GeoGebrine tabli-
ce. U ¢eliju A1 zadamo sredista kruznica koristeci
slu¢ajni generator brojeva:

(Slu¢ajniBrojlzmedul[-5, 5], Slu¢ajniBrojlzmedu[-4, 4])

Kopirajmo tu ¢eliju nize po stupcu. Time nastane
Citav niz toCaka u grafickom prozoru. U ¢eliju B1
zadajemo kruznicu:

Kruznica[AT, 1],

gdje je r unaprijed definirani polumijer. Prije nego
kopiramo tu naredbu na ostale ¢elije stupca, ure-
dimo dinamic¢ne boje te kruznice na kartici Svoj-
stva > Dodatno ovako: Crvena: x(A1), Zelena:
y(A1) i Plava: random(). Time ¢emo osigurati

Sarolikost boja. Kopirajmmo sada sadrzaj ¢elije B1
na ostale ¢elije u stupcu. Jo$ se pobrinimo oko
animacije i eto nam $arolikog dijagrama.

~ Tablica
Fre vEEE| =B

A1 47 medul-5, 5], SluéajniBrojlzmedul-4, 4])

A B [
b | (-5, 4) (x+5F+(y-4yF=16 =
T2 | 5. 1)
= (0, -4) ¥ (y+4F=16 3
2 (4,-3) v 4y +(y+3F=16 4
5 | (-5, 4) (x+5F+(y-4y=16
e (1.2 X-1F+(y-2F =16
] 23)
"8 | 4,-3) (x-4F +(y+ 3F =16

Slika 10.

Slika 11.

Voronoijev graf ima zanimljiva svojstva koja moze-
mo povezati s Eulerovom formulom za poliedre.
Ona kaze da za vrhove V, strane S i bridove B
vrijedi:
V+S—-B=2.
Celije, ograni¢ene i neograni¢ene, kojih u Vo-
ronoijevu dijagramu ima koliko i ¢vornih toCaka,
mozemo poistovjetiti sa stranama poliedra. Bri-
dove, duzine i polupravce tih ¢elija mozemo pois-
tovjetiti s bridovima, a imamao i vrhove tamo gdje se
spajaju tri ili viSe brida. Potrebno je samo zamisli-
ti da se svi neograniceni bridovi, dakle polupravci
spajaju u jednoj tocki u beskonacnosti (slika 12),
odnosno da postoji plus jedan vrh. Tada formula
glasi:
(V+1)+S—-B=2.
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Konkretno, na slici 12 je 15 vrhova, 11 Celija i 23
brida, odnosno vrijedi 14 + 11 — 23 = 2.

- -

-

_—— —_———

-~

Slika 12.

Uzmemo i u obzir da to¢no dva vrha odreduju je-
dan brid, a najmanje tri brida jedan vrh, onda vri-
jedi nejednakost 2B > 3V. Ako sada u formuli
(V+1)+S— B =2 brojstrana to jest broj generi-
rajucih to¢aka zamijenimo s n i uvrstimo ovu nejed-
nakost, dobivamo da je broj bridova B < 3n— 6, a
broj vrhova bez onog u beskonacnosti V < 2n—5.

Voronoijevi dijagrami primjenjuju se u kristalo-
grafiji, fizici, meteorologiji, geologiji, astronomiji,
racunalnoj grafici, anatomiji. . . (slika 13).

Vjerojatno vam nije promakla udarna internetska
vijest prije nekoliko mjeseci o juznokorejskom za-
ljubljeniku u brodove, Kimu Hyun-Seoku, kaji je di-
zajnirao po nekima najliepSu mega jahtu na svijetu
inspiriran Voronoijevim dijagramima (slika 14).

Kako smo sa Zagrebom poceli, tako ¢emo sa Zag-
rebom i zavrsiti. Projektni studio Roman Viahovi¢ na
svojim internetskim stranicama www . romanvlaho-
vic.com iznosiriesenje uredenja parka épansko

Slika 15.

Slika 14.

u Zagrebu (slika 15). Autori projekta kazu: U pro-
jektu za gradski park §pansko kao osnovu koda za
Stvaranje varijabilnog sustava koristili smo matema-
ticki sustav Voronoi. Voronoi dijagram je specifican
nacin dijeljienja metricke plohe koja je odredena
udaljenoscu objekata na plohi. Svaka tocka kon-
trolira njoj najblizi prostor. Manipuliraju¢i to¢kama,
mijenjamo odnos povrSina. Preporu¢am vam da
svakako pogledate prekrasne slike i animacije.
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