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O problemskom zadatku
na prvom kolokviju iz Matematike 1

na stru¢nom studiju elektrotehnike TehniCkoga veleucilista u Zagrebu

Bojan Kovaci¢, Zagreb
Kristina Matijevic¢, PoZega

U naSoj su zemlji u posliednje vrijeme iskazana vrlo pohvalna nastojanja da se u nastavi
matematike u osnovnim i srednjim $kolama, te u nastavi matemati¢kih predmeta na fakulte-
tima, veleucilistima i samostalnim visokim Skolama programom predvideno gradivo $to vise
povezuje s gradivima drugih predmeta, odnosno kolegija. U srednjoj su $koli takva nastojanja
intenzivirana od uvodenja drzavne mature. Time se Zeli dodatno razbiti tradicionalna potpuno
pogresna predodzba o matematici kao “bauku koji je sam sebi svrhom”, a istodobno i ukazati
na mnogobrojne primjene matematike u vrlo razli¢itim podrucjima ljudskih djelatnosti.

U ovom ¢emo ¢lanku ukazati na nastojanja da se u
okviru nastave matematic¢kih predmeta na stru¢nim
studijima na veleudilistima i visokim $kolama u Re-
publici Hrvatskoj obraduje Sto viSe zadataka koiji
matematic¢ko gradivo povezuju s gradivima drugih
predmeta, te analizirati uspjeh brucosa u rieSavanju
takvih tipova zadataka. Pritom napominjemo da
se svi podatci odnose samo na nastavne grupe
koje su sluSale nastavu kod prvoga autora ovoga
Clanka. Analogni podatci za studente koji su slusali
nastavu u ostalim nastavnim grupama, nazalost, ni-
su dostupni.

Od akademske godine 2012./2013. sastavni dije-
lovi kolokvija iz dvaju jednosemestralnih matema-
tickih predmeta na 1. godini stru¢noga studija elek-
trotehnike na Tehni¢kom veleucilistu u Zagrebu su
zadatci kojima se matemati¢ko gradivo nastoji po-
vezati s gradivom koje studenti usporedno uce na
drugim predmetima. Na svakom kolokviju zadaje
se to€no jedan takav zadatak. Kolokviji su elimi-
natornoga tipa, §to znaci da student koji ne poloZi
prvi kolokvij nema pravo pristupiti polaganju dru-
goga kolokvija. Zbog toga su ukupni brojevi pris-
tupnika na svakom pojedinom kolokviju u pravilu
medusobno razli€iti prirodni brojevi.
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U 1. semestru stru¢noga studija elektrotehnike na
Tehni¢kom veleucilistu u Zagrebu studenti kao oba-
vezan predmet sluSaju Matematiku 1 s ukupnim
fondom od 90 nastavnih sati. U sklopu nastave iz
toga predmeta se, s manjim ili ve¢im prosirenjima,
ponavlja matemati¢ko gradivo koje se predaje u
gimnazijama i Cetverogodisnjim srednjim tehnickim
Skolama (kompleksni brojevi, vektori, realne funk-
cije jedne realne varijable, osnove diferencijalno-
ga racuna). lako bi se moglo pretpostaviti da
je vec¢i dio toga gradiva studentima dobro poz-
nat iz srednje Skole, pa vecu pozornost posvetiti
“nadogradnji” toga gradiva, iskustva iz prakse po-
kazuju suprotno, tj. izostavljanje ponavljanja sred-
njoskolskoga gradiva povlaci bitno slabiji uspjeh
studenata na kolokvijima i pismenim ispitima. Ov-
dje ne zelimo otvarati raspravu na temu nacina,
odnosno ishoda u¢enja matematike u svim faza-
ma obrazovanja. Medutim, Zelimo izraziti nadu da
¢e vecina ucenika i studenata u dogledno vrije-
me drasti¢no izmijeniti svoj pristup uenju matema-
tickoga gradiva i uenju opcenito, odnosno da ¢e
prihvatiti matematiku kao vazan sastavni dio svo-
je svakodnevnice, te matematiCka znanja shvacati
kao neizostavni dio svoje opcée kulture. Takoder,
nadamo se da ¢e se i ubuduce Sto viSe inzistira-
ti na medusobnom povezivanju znanja iz razli¢itih
podrucja ljudskoga djelovanja jer, prema nasem
uvjerenju, jedino tako nasi ucenici i studenti po za-
vrSetku svojega srednjoskolskoga, odnosno viso-
koskolskoga obrazovanja imaju moguénost postati
istinski stru¢njaci u podrucju kojim se budu bavili.

U akademskoj godini 2012./2013. na 1. kolokviju
iz predmeta Matematika 1 bio je postavijen sljiededi
problemski zadatak'.

Zadatak 1. Spojimo li tri otpornika serijski, dobit
¢emo otpor od 20 Q. Ako se prva dva otporni-
ka spoje serijski, dobije se otpor jednak otporu
tre¢ega otpornika, a ako se spoje paralelno, do-
bije se otpor od 0.9 Q. Odredite otpore svih triju
otpornika.

Ovim zadatkom nastojalo se povezati matematicko
gradivo s gradivom iz predmeta Osnove elekiro-
tehnike 1 koji se, zajedno s predmetom Matema-
tika 1, smatra bazi¢nim predmetom na 1. godini
stru¢noga studija elektrotehnike. U trenutku po-
laganja 1. kolokvija iz Matematike 1 studenti su iz
predmeta Osnove elektrotehnike 1 obradili nastav-
ne cjeline Elektricni otpor i Ohmov zakon. Valja na-
pomenuti da se iste nastavne cjeline, ali u manjem
opsegu, obraduju u nastavi fizike u gimnazijama i
svim srednjim tehnic¢kim Skolama.

RjesSenje Zadatka 1. OznaCimo nepoznate vrijed-
nosti otpora otpornika redom s Ry, R, i R3. 1z po-
datka da se serijskim spajanjem otpornika dobiva
otpor od 20 Q zakljuGujemo da vrijedi jednakost:

Ry + Ry + R = 20. (1)

Iz podatka da se serijskim spajanjem prvih dvaju
otpornika dobiva otpor jednak otporu trecega ot-
pornika zaklju¢ujemo da vrijedi jednakost:

Ri + Ry = Rs. (2)

|z podatka da se paralelnim spajanjem prvih dvaju
otpornika dobiva otpor od 0.9 Q zaklju¢ujemo da

vrijedi jednakost:
1 1 1
—+ —=—. 3
R TR 00 )

Jednakosti (1), (2) i (3) tvore sustav triju jednadzbi
s trima nepoznanicama. Uvrstimo li jednadzbu (2)
u jednadzbu (1), dobivamo

R3 + R = 20,

a odatle je R3 = 10. Jednadzbu (3) zapiSemo u
obliku

Ri+R, 10
=3 4)
R R, 9
odnosno, zbog jednadzbe (2), u obliku
R 10
= (5)
R -R, 9
Budu¢i da je R3 = 10, iz jednadzbe (5) slijedi
R, -R, =0. (6)

! Navodimo tekst i rjesenje zadatka iz jedne ispitne skupine. Ostale ispitne skupine sadrzavale su zadatak jednak do na numeri¢ke podatke.
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Iz jednadZbi (2) i (6), te jednakosti R3 = 10, prim-
jenom Vieteovih formula zaklju¢ujemo da su vrijed-
nosti R; i R, rjeSenja kvadratne jednadzbe

R>—10-R+9=0. (7

Odavde je Ry = 1 iR, = 9, pa su trazeni otpori
1Q,9Qi10Q (odnosno 9 Q,1Qi10 Q).

Napomena 1. Sustav jednadzbi

Ri+R, =10
R -R, =9

moguce je rijesiti i bez koristenja Vieteovih formu-
la tako da se iz prve jednadzbe izrazi jedna od
nepoznanica, npr. R, i uvrsti u drugu jednadzbu.
Tako se opet dobije jednadzba (7), a samim tim i
ista riesenja zadatka.

Napomena 2. U srednjoskolskoj nastavi fizike se
navodi da je rezultantni otpor R dobiven paralelnim
spajanjem dvaju otpornika ¢iji su otpori Ry i R, dani
L2 Tako zapravo jednadZbu

R + Ry
(8) odmah mozemo zapisati kao

izrazom R =

R; ‘R
L =2 —009.
Ri+Ro

KoriStenjem ovoga izraza ne mijenja se postu-
pak rieSavanja zadatka jer, nakon $§to odredimo
R + R, = R3 = 10, iz gornje jednakosti ponovno
sliediR; - R, = 9.

StatistiCki pokazatelji rijeSenosti ovoga zadatka na-
vedeni su u Tablici 1.

Tablica 1. Statisticki pokazatelji rijeSenosti Zadatka 1.

Broj pristupnika

Broj el " &
. ; koji su ispravno koji su to€no
P modelirali zadatak | rijesili zadatak
35 8 3
Postotak 22.86 % 8.57 %

Broj pristupnika

Napominjemo da se pod pojmom “ispravno (mate-
mati¢ko) modeliranje zadatka” podrazumijeva do-
bivanje sustava jednadzbi (1)—(3). Istaknimo da je
tipiéan komentar studenata koji su ispravno mode-
lirali zadatak, ali ne i potpuno toé¢no ga rijesili bio
parafrazirano ovakav: “Dobio sam jednadzbe (1) i
(2), ali kad sam dobio jednadzbu (3), nisam znao
$to dalje napraviti jer sustav nije Cramerov.”

U akademskoj godini 2013./2014. problemski za-
datak na 1. kolokviju iz Matematike 1 bio je sliede¢i’.

Zadatak 2. Ako se tri otpornika spoje paralelno,
dobiva se otpor od 50 Q. Ako se prva dva otporni-
ka spoje paralelno, pa se tre¢i potom spoji serijski
s njima, dobiva se otpor od 200 Q. Ako se drugi
i tre¢i otpornik spoje paralelno, pa se prvi potom
spoji serijski s njima, dobiva se otpor od 360 Q.
Koliki se otpor dobiva ako se sva tri otpornika spo-
je serijski?

Rjesenje Zadatka 2. Ozna¢imo nepoznate vrijed-
nosti otpora otpornika redom s Ry, Ry i R3. 1z po-
datka da se paralelnim spajanjem otpornika dobiva
otpor od 50 Q zaklju€ujemo da vrijedi jednakost:

1 n 1 1
Rl R, Ry 50
Spojimo li prva dva otpornika paralelno, dobivamo

(8)

otpor Ry = Taj otpor serijski spojimo

1 1
R R
s tre¢im otpornikom dobivajuci rezultantni otpor od
200 Q. Stoga zakljuéujemo da vrijedi jednakost:

1
1 1

Ry R

+ R3z = 200. 9

Analogno, iz podatka da se serijskim spaja-
njem prvoga otpornika i otpora dobivenoga
paralelnim spajanjem drugoga i trecega ot-
pornika dobiva otpor od 360 €2 zakljuGujemo
da vrijedi jednakost:
1
1 1

R2+R3

+ Ry = 360. (10)

2 Gradivo koje se odnosi na Cramerove sustave bilo je sastavni dio kolokvijskoga gradiva, pa su slijedom te &injenice pristupnici o&ekivali

matematicki model u kojemu se pojavljuje Cramerov sustav.
3 Vidjeti Biljegku 1.
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Jednakosti (8)-(10) tvore sustav triju jednadzbi s

trima nepoznanicama. |z jednadzbe (8) izrazimo
1 1
broj — + —:
PR TR
1 1 1 1
—t === - —. 11
Ry + R, 50 R; (b
Uvrstimo i jednakost (11) u jednadzbu (9), dobit

¢emo jednadzbu s jednom nepoznanicom (R3).
RijeSimo tu jednadzbu. Imamo redom:

T 1 + R; = 200
50 R
50 - R3

Ry=2 - (Rs —
x50t R =200 /- (Ry=50)

50 - Ry + R3 — 50 - R3 = 200 - R3 — 10000
R3 —200 - R3 + 10000 = 0
(R; — 100)* = 0.

Odatle slijedi R3 = 100. Analogno, iz jednadzbe

8) izrazimo zbroj — + —:
() I % + R
1 1 1 1
— = - — 12
R + Ry 50 Ry’ (12)
pa uvrstavanjem jednakosti (12) u jednadzbu (9) i
primjenom maloprijasnjih transformacija naposljet-
ku dobivamo kvadratnu jednadzbu

R}—360-R; +18000=0.  (13)

Rjesenja te jednadzbe su (Ry); = 60 i (R1)2
300. Ako bi bilo R; = 60, onda bi, zbog R3
100, iz jednadzbe (7) slijedilo

§to je nemoguce jer otpor otpornika nuzno mora
biti nenegativan realan broj'. Tako je Ry = 300, pa
iz jednadzbe (8) lako dobivamo R, = 150. Stoga
se serijskim spajanjem svih triju otpornika dobiva
otpor jednak:

R=R, + R, +R; =550 Q.

lako je objektivno matematiCki model u Zadat-
ku 2. (tj. sustav jednadzbi (8)—(10)) bitno teZi za
rieSavanje od matemati¢koga modela u Zadatku
1., pretpostavljali smo da ¢e priblizno jednak broj
studenata znati ispravno matemati¢ki modelirati za-
datak. Medutim, pripadni statistiCki pokazatelji na-
vedeni u Tablici 2. opovrgnuli su tu pretpostavku.

Tablica 2. Statisti¢ki pokazatelji rijeSenosti Zadatka 2.

Broj pristupnika

Broj pristupnika

Broj el " &
: ; koji su ispravno koji su to€no
P modelirali zadatak | rijesili zadatak
78 4 2
Postotak 513 % 2.56 %

Ovdije treba posebno istaknuti ¢injenicu da dvoclani
skup pristupnika koji su to¢no rijesili zadatak tvore
student-prijelaznik s FER-a i student koji je u aka-
demskoj godini 2013./2014. ponovno upisao pred-
met Matematika 1. Cetvero&lani skup svih pristup-
nika koji su ispravno modelirali zadatak (tj. dobili
sustav jednadzbi (7)—(9)), osim navedene dvojice
studenata, tvore jo$ dva studenta koji su u aka-
demskoj godini 2013./2014. ponovno upisali pred-
met Matematika 1. Dakle, nitko od pristupnika koji
su u akademskoj godini 2013./2014. prvi put upisali
predmet Matematika 1 nije znao ispravno modelirati
zadatak, a samim time niti to¢no ga rijesiti. Tipi¢an
komentar vecine pristupnika vezan uz zadatak bio
je: “Uopce nisam znao odakle poceti.”

lako gore navedeni rezultati mogu djelovati pri-
licno obeshrabrujuée i demotivirajuée za nastav-
nike, mislienja smo da, unato€ njima, treba nas-
taviti sa zapoCetom praksom $to jaega povezi-
vanja matematike s drugim predmetima, odnos-
no, opcenito, znanstvenim podrucjima, i to — po
mogucnosti — §to viSe u samoj nastavi matemati-
ke. Jedino se na taj nacin moze oCekivati postiza-
nje znacajno boljih rezultata uCenika i studenata u
rieSavanju matemati¢kih zadataka iz svakodnevne
prakse.

4 U elektrotehnici postoje i tzv. negativni otpori, ali se o njima neéto vise govori tek na vi§im godinama studija. Stoga se smatra da u trenutku
polaganja 1. kolokvija iz Matematike 1 studenti nisu upoznati s tim pojmom.
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