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Konstrukcije zlatnog reza
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Postoji li poveznica izmedu grékog Partenona, Mlije€ne staze, ljudskoga tijela, vrtloga uragana,
cvijeta ruze i puzeve kucice? Odgovor na ovo pitanje sadrzan je u matematic¢koj konstanti
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koja je poznatija pod nazivom zlatni rez ili bozanska proporcija. Zlatni rez vezan je uz
ravnotezu, sklad, liepotu i savrSenstvo. Od Platona, preko da Vincija do Keplera, zlatni rez daje
matematici epitet univerzalne znanosti. Samim tim on predstavlja jednu od najpoznatijih povez-
nica izmedu matematike i arhitekture, matematike i prirode, matematike i glazbe, matematike

reza.

Krenimo redom i ponovimo definiciju. Kazemo da X Y
tocka C dijeli duzinu AB u omjeru zlatnog reza ako A ¢ B
je omjer duljine cijele duzine (|AB| = x+y) prema Slika 1. C dijeli AB u omijeru zlatnog reza.
ve¢em dijelu (JAC| = x) jednak omjeru veceg di-
jela (JAC| = x) prema manjem dijelu (|CB| = ). Ponekad to¢ku C nazivamo unutarnjim zlatnim re-
Lakim raCunom slijedi da je zom duzine AB, a totku B vanjskim zlatnim rezom
duzine AC.
X+y X
= - = (p.
X y
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2 Docentica na PMF-Matemati¢kom odsjeku u Zagrebu, fran@math . hr
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Zapoc¢nimo s najpoznatijom konstrukcijom zlatnog
reza.

Neka je dana duzina AB. U to&ki
B konstruirajmo okomicu na AB te na toj okomici
istaknimo tocku D takvu da je

|AB| = 2|BD|.

KruZnica sa sredistem u D polumjera |BD| sijece
duzinu AD u tocki E. Nadalje, kruznica sa sre-
distern u A polumjera |AE| sijece duzinu AB u tocki
C.

Slika 2. konstrukcija ravnalom i Sestarom

Todka C dijeli duZinu AB u zlatnom om-
jeru.

Dokaz. Izratunajmo omjer |AB|/|AC]|. Trokut ABC
je pravokutni pa prema Pitagorinu teoremu i pret-
postavci imamo

|AD|* = |AB|* + |BD|* = 5|BD|*.
Nadalje,

|AC| = |AE| = |AD| — |DE|
= |AD| — |BD| = (V5 — 1)|BD|.

Sada je
AB|  2BD|]  1+V5 0
[ACl (V5 —1)[BD| 2 '

3 Svicarski matematicar, fizidar i astronom (1707.—1783.)

Ne cudi nas $to je jedna od konstrukcija zlatnog
reza nazvana po Leonhardu Euleru® — najplodnijem
matemati¢aru svih vremena.

Konstruirajmo kvadrat DEBA te
oznac¢imo s F poloviste duzine AD. Kruznica sa
sredistem u F polumjera |FB| sijece polupravac
FA utocki G. Kruznica sa sredistem u A polumjera
|AG]| sijece AB u tocki C.
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Slika 3. Eulerova konstrukcija

Tocka C difeli duzinu AB u zlatnom om-
jeru.

Dokaz. Trokut AFB je pravi i prema pretpostavci
je |AB| = 2|AF| paje |FB|> = |AB|* + |AF|*> =
5|AF|?. Nadalje,

|AC| = |AG| = |FG| — |AF|
= |FB| — |AF| = (V/5 — 1)|AF|.
Kako je |AB| = 2|AF], slijedi
|AB| 2
A~ vs-1 ¥
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Tvorac ove kostrukcije zlatnog reza je George
Odom* i datira iz 1982. godine.

Nad duzinom AC konstruiramo
jednakostrani¢ni trokut ACF. Tocka D je central-
nosimetricna slika tocke F s obzirom na A, a tocka
E je centralnosimetricna slika tocke F s obzirom na
C. Kruznica opisana trokutu DEF sijeCe polupravac
AC u tocki B.

Slika 4. Odomova kostrukcija

Tocka B dijeli duzinu AC u vanjskom
zlathom omjeru.

Dokaz. Prema samoj konstrukciji imamo da je
trokut DEF jednakostrani¢an te da je AC njego-
va srednjica, dakle |DE| = 2|AC|. Neka je N
noziste visine spustene iz vrha F na stranicu AC.
Oznacimo s v duljinu visine trokuta ACF te s R po-
lumijer opisane kruznice trokutu DEF. Buduéi da
Zelimo odrediti omjer |AB|/|AC]|, izrazimo

|AB| = |AN| + |NB|.
Trokut NOB je pravokutan pa je
INB|*> = R* — |ON|* = R* — (R — v)*.

2V/3 3
Kako je R = T\/_|AC| iy = g\ACL slijedi
5
B = Y acl.

2
Stoga je

1 V5
AB|  FlACI+ZlACh

AC| AC| - ¢

Neka su ky, ko, ks tri koncentricne
kruznice Ciji se polumjeri odnose uomjeru 1 : 2 : 4.
Konstruirajmo tangentu na kruZnicu najmanjeg po-
lumjera (ki) u to¢ki D. Tangenta sijece kruznicu ky
utockama A i C. Polupravac AC sijece kruznicu k3
u toCki B.
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Slika 5. kostrukcija s pomocu tri koncentri¢ne kruznice

Tocka C dijjeli duzinu AB u zlatnom om-
Jeru.

Dokaz. Prema konstrukciji, polumieri kruznica ki,
k2 i k3 Su

I :k, r2:2k, 7‘3:4](,

4 Americki umjetnik 20. stolieéa poznat po radovima o zlatnom rezu (1941.-)
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za neki prirodan broj k. Trokuti CDS i BDS su pravi
pa vrijedi

IDC| = \/r5 —r} = V3k,

IDB| = \/1} — 2 = V15k.
Sada je
|AB|  |AD|+ |DB|  |DC|+ |DB|
|AC|  |AD| + |DC] 2|DC|
V3k+VI5k 1445
- ok 2 °

U polukrug promjera |AB| = 2r
upisimo kvadrat CDEF tako da stranica CD leZi na
AB.

A X C S D X B
Slika 6. konstrukcija s pomocu kvadrata
upisanog u polukruznicu

. Tocka C, odnosno D, dijeli duzinu AD,
odnosno CB, u zlathom omjeru.

Dokaz. OznaCimo s a duljinu stranice kvadrata
CDEF, te x = |AC| = |DB|. Pravokutni trokuti
ACF i FCB su sli¢ni pa vrijedi

a 2r—x
x a
Sto mozemo zapisati kao
|CD|  |AD|
lac|  fep|’

Neka je dan jednakostranicni tro-
kut ABC. Nad stranicom BC konstruirajmo kvadrat
BEDC. Kruznica sa srediSem u tocki C polumjera
|CE| sijece polupravac AB u tocki F.

A N B F

Slika 7. konstrukcija s pomocu jednakostraniénog trokuta

Tocka B dijeli duzinu AF u zlatnom om-
jeru.

Dokaz. Neka je a = |AB| te N noziste visine iz

vrha C trokuta ABC. Buduci da je CE dijagonala
kvadrata BEDC, vrijedi

|CE| = |CF| = aV/2.

Trokut CNF je pravokutan pa je [NF|* = |CF|> —

5
INC|?. Kako je |INC| = %a, dobivamo |NF| =

5
Ta. Sada je
1 V5
[AF| _ |AN|+|NF| _ 39T 59
AB| ~ B« _*
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Konstrukcija s pomocu
egipatskog trokuta

Konstrukcija 7. Neka je dan egipatski trokut
CAB, odnosno pravokutni trokut s katetama dulji-
ne |AC| = 3 i |CB| = 4 te hipotenuzom duljine
|BA| = 3. Simetrala s unutarnjeg kuta pri vihu B si-
jeée nasuprotnu stranicu AC u tocki O. Kruznica sa
sredistem u tocki O polumjera |OC)| sijece simetralu
s u toCkama P i Q.

Slika 8. konstrukcija s pomocu egipatskog trokuta

Tvrdnia 8. Tocka P dijeli duzinu AQ u zlatnom om-
jeru.

Dokaz. Prema poucku o simetrali unutarnjeg kuta
trokuta, simetrala kuta dijeli nasuprotnu stranicu u

omijeru preostale dvije, odnosno
loc| |AC| 3

|OB| ~ |AB| 5
5
Kako je |OC| =4 —|OB| i |OB| = §|0C|, slijedi

3
daje |OC| = X Trokut OCA je pravokutan pa je

3V/5
|0A| = \/]OC2 + |ACP? = Tf

Sada je
jop|  2locl 3
PA] ~JoAl—oC] ~3v5 3 7

2 2

Zavrsimo rije¢ima Johannesa Keplera koje govore
o vaznosti zlatnog reza u matematici: Geometrija
ima dva velika blaga, prvo je Pitagorin teorem, a dru-
go je zlatni rez. Prvo moZemo usporediti sa zlatom,
a drugo s draguliem neprocjenjive vrijednosti.
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