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Uvod

Dok se brojni matemati¢ari trude na¢i nove primje-
ne matematike, moderna znanstvena otkri¢a i ino-
vativne pristupe nastavi, neki pak gledaju unazad,
u davno vrijeme nastanka prvih rezultata u matema-
tici odakle i povjesnicari i matemati¢ari mogu crpiti
znanja i ideje. Kako je to gotovo uvijek u povijes-
nim istrazivanjima, kod nalaza postoje razli¢ita tu-
macenja o njihovu porijekiu, sadrzaju, razlogu nas-
tanka pa i o samoj namjeni. U ovom ¢emo radu
opisati jednu od sacuvanih glinenih plocica iz ba-
bilonske ere od prije oko 4000 godina, plocicu koja
predstavlja jedan od prvih tragova nastave mate-
matike, poznatu pod nazivom Plimpton 322. Ova
glinena plocica, za koju se smatra da datira iz ot-
prilike 1760. godine prije Krista, svoj naziv duguje
kolekcionaru Georgeu Arthuru Plimptonu u ¢ijoj se
zbirci na Sveucilistu u Columbiji nalazi.

Kako bismo mogli bolje razumijeti sadrzaj ove
vazne povijesne ostavstine, upoznajmo se najprije
s matematikom njenih tvoraca.

Babilonska civilizacija se razvila oko 2000. prije
Krista propasc¢u sumeranske civilizacije u Mezopo-
tamiji, podrucju koje danas dijelom pripada Iraku.
Sumeranska civilizacija bila je napredna, gradila

Maja Libl, Umag
Ivan Matic¢, Osijek

je gradove i razvila sustave za navodnjavanje, a
stvorena je mijeSanjem sumeranske i akadske kul-
ture. Babilonci su od Sumerana naslijedili ideje
za seksagezimalni brojevni sustav i klinasto pismo
kojim su pisali po glinenim ploc¢icama. Pisali su
zaSilienom trskom po glinenim ploCicama koje su
se kasnije pekle na suncu. Osim zadataka i tabli-
ca, sadrzavale su i nacrte spomenutih sustava za
navodnjavanje.

Mnoge od tih ploCica su ostale sacuvane i upravo
one su izvori za prouCavanje povijesti babilonske
matematike.

Babilonci su koristili brojevni sustav s bazom 60 ko-
ji su Sumerani razvili oko 2500. godine prije Krista.
Postoje brojne teorije o tome zasto su Sumerani
odabrali broj 60 za bazu svog sustava. Mnogi kao
razlog navode velik broj djelitelja broja 60 (koji je
najmaniji prirodan broj dijeljivs 1, 2, 3, 4 i 5 te stoga
baza 60 pridonosi jednostavnijoj podjeli na tre¢ine,
Cetvrtine i petine), dok prema drugima razlozileze u
iznimnom interesu Sumerana za astronomiju, gdje
se 60 moze dovesti do veze s brojem tada poznatih
planeta, mjeseci i dana u godini.

Zaista, ono S$to smo do danas zadrzali od Sumera-
na je podijela tjedna na 7 dana, dana na 24 sata,
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sata na 60 minuta i minuta na 60 sekundi. Pretpos-
tavlja se da su znali kako broj stupnjeva u krugu
iznosi 360 i kako godina ima 365 dana.

Babilonci su za prikaz brojeva koristili samo dva os-
novna oblika: simbol T za 1isimbol € za 10. Na
Slici 1 vidimo kombinacije ta dva osnovna oblika za
prikaz 59 znamenaka njihova brojevnog sustava.

Sustav je bio pozicijski. U pozicijskom brojevnom
sustavu, kakav i danas koristimo, vrijednost zna-
menke ovisi 0 njezinu poloZaju u broju pa se pri-
likom zapisivanja moralo paziti na prazna mjesta
izmedu brojeva. Primjerice, u dekadskom zapisu
broja 4305 nula se koristi da pozicije znamenaka 4
i 3 budu tocne, jer broj 435 ima drugacije znaCenje,
kao i broj 3405. Sli¢no tome, u zapisu kakav su
koristili Babilonci broj
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predstavlja 1-60%+2-60+36 = 3756. Znamenka
najvece tezinske vrijednosti nalazi se s lijeve strane
i njezina tezinska vrijednost jednaka je 60 - n gdje
je n takav da moze biti 1 < n < 59. Babilonci
nisu imali simbol za nulu niti simbol za decimalnu
tocku te se sve moralo prosudivati iz konteksta, sto
komplicira tumacenje nalaza iz tog doba.
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Slika 1. Znamenke u babilonskom brojevnom sustavu.

Plimpton 322

Plocica Plimpton 322 (slika 2) veli¢ine je danasnjeg
dZepnog racunala te sadrzi jedan redak ¢istog teks-
ta i tablicu brojeva s 4 stupca i 15 redaka.

Plocica je djelomi¢no oste¢ena u lijevom gornjem
kutu, pa nedostaje dobar dio prvog stupca dok su
drugi, treci i Cetvrti stupac potpuno vidljivi.

O sadrzaju plocice

U pocetku se smatralo kako je Plimpton 322 sa-
mo jos$ jedan primjer babilonskog zapisnika, jer su
drevni Babilonci na brojnim sli¢cnim ploc¢icama za-
pisivali koliCine Zitarica, brojno stanje stoke ili iz-
racune poreza. No, poCetkom 40-ih godina pro-
Slog stolje¢a su povjesnicari Otto Neugebauer i
Abraham Sachs primijetili kako redci na plocici za-
dovoljavaju zanimljivo svojstvo, usko vezano uz ta-
kozvane Pitagorine trojke, tj. uredene trojke prirod-
nih brojeva (a, b, ¢) koje zadovoljavaju jednakost
a* + b =%

Naime, brojevi u srednja dva stupca su upravo du-
line krace stranice b i hipotenuze ¢ pravokutnog
trokuta (gdje je b < a). U gornjem retku plocice iz-
nad drugog stupca stoji ‘Sirina’, dok je iznad tre¢eg
stupca napisano ‘dijagonala’. Kako je u to vrieme
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pravokutni trokut bio promatran kao polovica pra-
vokutnika, tj. dio na koji pravokutnik dijeli jedna nje-
gova dijagonala, hipotenuza pravokutnog trokuta
je bila nazivana dijagonalom, dok je krac¢a stra-
nica bila nazivana Sirinom. ngi stupag, gledano
slijeva, sadrzi kvocijente (£> ili <é> , dok po-
sliednji stupac sadrzi numgraciju redaka od 1 do
15. Nije moguce sa sigurno$¢u utvrditi o kojima
se od navedenih kvocijenata u prvom stupcu radi
jer oste¢enja na plodici skrivaju vodeéu znamen-
ku, koja moze biti 0 ili 1. Primijetimo da zaista iz
identiteta2a2 +b? = ¢? dijelienjem s a? dobivamo
1+ (é) = <E> te se navedeni kvocijenti zbilja
razliku?u zal. “

Navedimo i prvih nekoliko redaka plocice:

(1).9834 119 169
(1).9416 3367 11521
(1).9188 4601 6649
(1).8862 12709 18541
(1).8150 65 97

(O O I S

(podsjetimo kako zbog ostecenja ne mozemo biti
sigurni pocinju li brojevi u prvom stupcu s O ili s 1).
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Slika 2. Plimpton 322

Autor ove plocice ipak je nacinio i nekoliko ma-
njih pogresaka u racunu, koje se nalaze u drugom,
osmom, devetom, trinaestom i petnaestom retku.
Pogresku u drugom retku mozemo lako provijeri-
ti, jer pravokutni trokut duljine hipotenuze 11521 i
jedne katete 3367 nema drugu katetu cjelobrojne
duljine.

To ipak ne umanjuje Cinjenicu kako je Plimpton
322 dokaz da su Pitagorine trojke bile poznate i ti-
su¢ama godina prije pojave matematicara anticke
Grcke. Kako nema povijesnih dokaza da su Babi-
lonci poznavali i dokaz Pitagorina teorema, smat-
ra se kako su se tim rezultatom Koristili kao prih-
vacenim pravilom. No, ispostavlja se kako plocica
Plimpton 322 pokazuje i mnogo vise. Zapisane Pi-
tagorine trojke predstavljaju redom pravokutne tro-
kute (Cije duljine stranica su prirodni brojevi) s ma-
njim Siljastim kutom izmedu 45° i 30°, poredanim
na nacin da kutovi opadaju od prvog retka prema
zadnjem. Primjerice, pravokutni trokut iz prvog re-
tka ima manji Siljasti kut jednak otprilike 44.76°, iz
treGeg retka 43.78°, a iz desetog retka 37.43°.

Takoder je zanimljivo primijetiti kako su svi deci-

malni zapisi u prvom stupcu konacni. Prisjetimo se
kako u dekadskom brojevnom sustavu koji mi ko-
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ristimo, razlomak ima kona¢an decimalni zapis ako
se u nazivniku pojavljujuiskljucivo potencije brojeva
215, prostih faktora baze sustava. Isto tako, zapisi
na plocici su odabirani na nacin da duljina stranice
a sadrZi samo potencije brojeva 2, 3 i 5 (prostih
faktora broja 60, baze seksagezimalnog sustava)
kako bi decimalni zapisi bili kona¢ni. 1z mnogih ar-
heoloskih nalaza vidljivo je kako Babilonci opéenito
nisu bili skloni koristiti iracionalne brojeve.

Prema nekim autorima (npr. [3]), Plimpton 322
predstavlja oblik tigonometrijske plocice koja opi-
Suje geometriju pravokutnog trokuta te je uredena
na nacin da se kutovi iz retka u redak smanjuju za
otprilike 1°.

Prema drugim autorima, poput [5], tablica zapi-
sana na plocici nastala je generiranjem odredenih
Pitagorinih trojki na nacin da su odabirani prirod-
ni brojevi p i g, gdje je p > g te oni nisu is-
te parnosti, a za takve p i ¢ su p* — ¢* 2pq i
p? + ¢* stranice pravokutna trokuta. Zaista, iden-
titet (2 — ¢*)* + (2pq)* = (p* + ¢°)* se lako
moze provjeriti direktno, a i sve se Pitagorine trojke
mogu dobiti na vrlo sli¢an nacin, uzimaju¢i dodat-
no da p i ¢ nemaju zajednickog djelitelja vec¢eg od
1 i mnoZzeci svaki od izraza p* — ¢°, 2pq. p* + ¢*
prirodnim brojem, §to je detaljno pojasnjeno u [1].

No, obje ove teorije imaju odredenih manjkavosti,
jer se iz drugih povijesnih nalaza koji datiraju iz is-
tog razdoblja (a radi se o stotinama matematic¢kin
i nematematickih tablica) ne nazire niti da su Babi-
lonci poznavali navedeni nacin generiranja Pitago-
rinih trojki niti da su se na podruc¢ju Mezopotamije
kutovi mijerili i njihove mjere zapisivale.

Prema novijoj teoriji [6] zapisi na plocici objedinju-
jui dva omiljena problema babilonske matematike
— problem Pitagorinih trojki i problem recipro¢nih
vrijednosti. Za Babilonce se problem recipro¢nih
vrijednosti sastojao u tome da se za dani x odredi
vrijednost y tako da jeilix-y = 1ilije x-y potencija
od 60, baze njihova brojevnog sustava. Danas bi
varijanta ovog problema bila traZiti par x, y, uz neke
uvjete na njima (poput poznavanja njihove sume ili
razlike), tako da je x - y jednako 1, 10, 100 ili npr.
1000. U vrijeme nastanka ove plocice dijeljenje nije

bilo koristeno kao algebarska operacija na danasnii
nacin, ali u razlicitim povijesnim zapisima se opisu-
je potraga za recipro¢nim vrijednostima prirodnih
brojeva. Vet je i tada, nekoliko tisu¢lje¢a unazad,
opazena uska veza izmedu navedenih dvaju prob-
lema. Naime, ako x i y €ine recipro¢ni par (tj. ako
jex -y = 1), tada vrijedi identitet

Py (22) - (R2)
2 2
odakle mnozenjem parnim brojem, kako bi se na-
zivnici pokratili, dobivamo Pitagorinu trojku. Narav-
no, Babilonci nisu imali modernu notaciju kakvu mi
danas koristimo, ali se na brojnim nalazima iz tog
doba mogu pronadi zapisi koji sadrze probleme
sliéne navedenom. Veza izmedu ovih problema i
sadrzaja plocice je takoder uocenai u [2].

U ¢emu se dakle sastoji polazni problem koji je pro-
uzrocio zapise na plocici? Zamislimo kako Zelimo
pronaci reciprocni par koji se razlikuje za odabrani
broj n, koji je obi¢no prirodan. Dakle, trazimo x i y
takve dajex -y = 1te je x —y = n. Babilonci
bi obitno x i y zami$ljali kao duljine stranica pra-
vokutnika povrsine jednake 1. Podijelimo najprije
x — y s 2, dobiveni izraz kvadrirajmo te dobive-
nom kvadratu dodajmo 1. Sada odredimo izraz Ciji
je kvadrat jednak dobivenom broju (ili, u babilon-
skoj interpretaciji, odredimo stranicu kvadrata Cija

je povrsina jednaka dobivenom broju). Ustvari je taj
X+

4 te dodavanjem i oduzimanjem
xX—y

izraz jednak

dobivamo trazene

ranije izraCunanog izraza
xiy.

Tome u prilog ide i dio polaznog retka plocice nad
prvim stupcem, koji u slobodnom prijevodu (ili ba-
rem posljednjem prijedlogu tog prijevoda) glasi:
Pomo¢éni kvadrat hipotenuze, nakon odbacivanja
jedinice, daje kracu stranicu. Odbacivanje jedinice
u ovom navodu pokazuje kako se u prvom stupcu

N

ipak nalaze kvocijenti (—) koji zapoginju znamen-
a

kom 1.

mnAS

117



118

O autoru plocice

Pozabavit ¢emo se podrijetiom ploCice Plimpton
322, oko kojeg se svi povjesniCari slazu. lako su
se oko sadrzaja i pozadinskog znanja potrebnog
da bi se ova plo¢ica sastavila vodile brojne polemi-
ke, povijesne ¢injenice se prilicno dobro poklapaju
kada se radi o interesu samog autora da napravi
ovu plocicu. Najprije, gotovo je sigurno da je autor
bio muskarac, jer su u to vrijeme jedine Zene ko-
je su u podruc¢ju Mezopotamije znale pisati Zivjele
mnogo sjevernije. Prema zapisima kojima raspo-
lazemo iz tog doba, mozemo takoder zakljugiti kako
se autor nije niti profesionalno niti amaterski bavio
matematikom, s obzirom na to da o tome nema
potkrepljujuc¢ih dokaza u svih 3000 godina povijesti
Mezopotamije. Prema tome, autor bi morala biti
osoba koja se koristila matematikom u svom sva-
kodnevnom Zivotu i poslu. Metode za odredivanije
recipro¢nih parova i stranica pravokutnih trokuta,
kakvima se mogu dobiti rezultati prisutni na plocici,
tada su se ucile u pisarskim Skolama, te bi autor
mogao biti u¢enik ili ucitel].

Nadalje, zapisi na ploc€ici su u formatu dokumena-
ta kakvi su u to vrijeme bili koristeni u administraciji
tamos$njih hramova i dvorova, Sto nije moglo biti
poznato uceniku, ve¢ nekom birokratskom pisaru.

Iz drugih zapisa koji datiraju iz istog razdoblja moze
se otkriti kako je serija ucitelja iz doba anti¢ke Me-
zopotamije radila i posao vezan uz administraciju u
hramovima, pa ako je autor ove plocice bio ucitelj,
vjerojatno je bio i birokrat.

No, naravno da Plimpton 322 ne predstavlja zapis
iz pisarnice nekog hrama ili palace, to je jasno iz
njegova sadrzaja. Sada se kao jedini logican za-
klju¢ak namece kako je ova plocica napisana od
strane ucitelja te predstavlja radni listi¢ antickoga
doba, uciteljev popis problema koji ¢e biti dani
u€enicima za vjezbu ili ispit znanja. Prema svim
izvorima, zapis na plocici Plimpton 322 predstav-
lja nekoliko primjera istog problema iz matematike
koja se ucila u Skolama tog doba, s paZzljivo odabra-
nim skupom podataka kako bi sva krajnja rjesenja

bila cjelobrojna, a svi decimalni brojevi koji se po-
javljuju imali konaCan zapis. Podatci na plocici mo-
gu se smatrati grupiranima na nacin koji ucitelju
omogucava da u¢enicima postavi zadatke iz istog
podrucja za viezbu te da provijeri njihova kona¢na
rieSenja i medukorake, a da sam ne prolazi Citav
ratunski postupak.

MoZzda iz tog razloga ova plo¢ica ne sadrzi najpoz-
natiju i najelementarniju Pitagorinu trojku (3,4, 5)
(zaista, 32 +42 = 5?%), jer je ona kao polazni primjer
bila predstavljena od strane ucitelja koji je ne sma-
tra potrebnom ponavljati u zadatcima za vjezbu.

PraktiCki je identiCan pristup i danas prisutan u
nastavi matematike, a autor plo¢ice Plimpton 322
mozda i nije bio izdvojeni matematicar ispred svoga
vremena, ali je vjerojatno bio prilicno dobar ucitel;.
Njegova je pripremljenost za nastavu poZiviela
iducih nekoliko tisu¢lie¢a te nam ostavila i vrijedan
nalaz, jedan od prvih pisanih (tj. klesanih) tragova
0 nastavi matematike.
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VecCer matematike
5. prosinca 2013.

Osvrt uciteljice Martine Tolusi¢:

Sve je proslo u najboljem redu i djeca i roditelji su se
liepo zabavili i svi smo se sloZili da bismo to ponovili i
iduce godine.

Osvrt uciteljice Gordane Fable:

Atmosfera je bila radna, ugodna i vesela i uspjeli smo
pribliziti roditeljima i djeci zabavnu stranu matematike.
Ucenici su dolazili s roditeljiima, ¢lanovima rodbine,
ukljucili smo stariju bracu i sestre koji su imali ulogu
voditelja. PridruZila nam se i ravnateljica koja je tako-
der bila odusevijena vasom idejom i nasom provedbom
Veceri.

Osjetila se povezanost “vrhova trokuta” roditelj-ucenik-
uciteljica i to je bilo najdraZe iskustvo ne samo meni
ve¢ i njima. Svi su bili motivirani i koncentrirani, ¢ak i
ona djeca koja imaju na redovnoj nastavi potesko¢a u
paznji i koncentraciji.

0S Vladimira Nazora, Potpiéan, PS Tupljak

Osvrt uditeljice Marijane Filipovié:

...zelim se samo zahvaliti za materijale i ideju o orga-
nizaciji Veceri matematike. Vecer je prosla u izvrsnom
raspoloZenju, ucionice su bile pune roditelja i djece.

lako sam prijavila sudjelovanje samo ucenika od 4. do
8. razreda, postavila sam centre za prvi, drugi i treci
razred zbog brace i sestara koji su u nasoj skoli. Danas
su djeca (iako je blagdan Svetog Nikole) pricala stalno
0 matematici i zanimljivim igricama.

Jedna mama je odusevljeno komentirala i to Zelim po-
dijeliti s vama: “Igrice su jako zanimljive, a najvaznije je
da su primjenljive i kod kuce, a ne zahtijevaju ulaganja
(dvije kockice i papir).”

OS Bartola Kagi¢a, Vinkovci

119



fotozapisi

Ekonomska i trgovacka $kola Dubrovnik Srednja skola Zlatar, Zlatar

Studentice Uéiteljskog fakulteta
SOS Djecje selo Ladimirevci na neobi¢nom satu matematike u Il. OS Cakovec
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0S Viktora Kovagiéa, Hum na Sutli, PS Lupinjak,
prva prijavljena $kola

OS Domasinec, Domasinec, PS Dekanovec

0S don Lovre Kati¢a, Solin, PS Rupotina
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fotozapisi

0S Samobor: roditeljski sastanak pretvoren
u Vecer matematike

08 Spansko Oranice, Zagreb,
Skola s najvec¢im brojem sudionika, 514

0S Gustava Krkleca, Zagreb
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