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Kako prebrojiti

kriske pizze ili podrucja ravnine

Ela Rac Marini¢ Kragic,
Zagreb

1. Problem rezanja pizze

Razrezivanjem pizze nozem preko sredista s tri rav-
na reza mozemo dobiti Sest podjednakih kriski pi-
zze. Pomaknimo malo samo jedan rez (duzinu) i
dobit ¢emo sedam komada razlicitih velicina i obli-
ka. Lagano mozemo utvrditi da je sedam komada
najveci broj koji mozemo dobiti s tri reza pizze (vidi
sliku 1).

Postavlja se pitanje: koliko najvise komada pizze
moZemo dobiti s n ravnih rezova?

Cilj je odrediti najveci broj komada bez obzira na
veli¢inu i oblik.

Tablica za male vrijednosti n

Ozna¢imo s P(n) najvedi broj komada pizze koji
mozemo dobiti s n ravnih rezova preko pizze.

Lako ¢emo uociti da vrijedi
P0O)=1, P(1)=2, P(2)=4.
Nadalje, slike 1i2 pomazu nam da zaklju¢imo

P(3)=17, P@4)=11, P(5)=16.
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Slika 1. tri reza

Slika 2. Cetiri i pet rezova
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zanimljiva matematika
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n 01 2 3
1 2 4 7 11 16 22 29

P(n)

Tablica 1.

Takoder uocavamo da ¢emo najviSe komada na-
rezati ako svaki rez presijeca sve ostale rezove al
tako da ne prelazi preko tocaka presjeka.

Steinerov problem ravninske pizze

Problem presijecanja pizze prvi je razmatrao irijesio
Svicarski geometar Jacob Steiner (1796.-1863.).
On je promatrao ravninu (koju mozemo usporediti s
beskonacno velikom pizzom), a rezovi su bili prav-
ci. Steiner se upitao: na koliko najvise podrucja
moZemo podijeliti ravninu s n pravaca?

Na slici 3 mozemo vidjeti da je problem presije-
canja ravnine ekvivalentan problemu presijecanja
pizze. Treba samo rezove pizze (duzine) prosiriti
u pravce te izbrisati kruznicu koja omeduije pizzu.
Kako je lak$e raditi u konatnom okruzenju, zadrzat
¢emo se nadalje na problemu rezanja pizze.

Slika 3.

2. RjeSenje s pomocu
rekurzije

Usporedimo nizove u tablici 1. Broj podrucja izno-
sil,2,4,7,11,16,22,29, ... Razlike izmedu sus-
jednih vrijednostiiznose 1,2,3,4,5,6,7, ..., dak-
le P(1) =P(0)+ 1,P(2)=P(1)+2,...

P(n)=Pn—1)+n, VneN. ()

Ova se rekurzivna relacija lako dokaze i principom
matematicke indukcije. Kako smo ve¢ uodili, kod
najoptimalnijeg rezanja pizze novi rez treba prijeci
preko svih prijasnjih rezova (ali ne i preko tocaka
presjeka). To znaci da u koraku indukcije s k + 1-
vim rezom dobivamo jo$ k + 1 podrucje (komad)
pizze. Tako dobivamo P(k + 1) = P(k) + (k+ 1)
podrucja, tj. dobit ¢emo jos toliko podrudja koliki je
ukupan broj rezova.

Formula

Raspisimo rekurzivnu relaciju za slu¢ajeve n,n —
I,n—2,...3,2,1:

P(n) Pn—1)+n
Pln—1) = Pn—=2)+(n—1)
Pn—2) = Pn—3)+ (n—2)

(3) = P2)+3

P(3
P2) = P(1) +2
P(1) = P(0) + 1.

Zbrojimo sve jednakosti i oduzmimo. Dobivamo
Pn)=PO0)+1+2+...+(n—1)+n.

Iskoristimo formulu za zbroj prvih n prirodnih broje-

n4+n+2
vaisredimo. Dobivamo formulu P(n) = ————.
Dakle, maksimalan broj komada koje mozemo do-
biti s n ravnih rezova pizze iznosi

2
P(n):n +2n+2. 2)

3. RjeSenje s pomocu metode
konacnih diferencija

Metoda konacnih diferencija je numericka meto-
da koja se Kkoristi u analizi. Tablica 2 je tablica
diferencija niza P(0), P(1), P(2),... Drugi redak
prikazuje niz diferencija ¢lanova tog niza. Svaki
sliededi redak nastaje oduzimanjem ¢lanova niza
iz prethodnog retka.
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nz 1247111622.
prve diferenciie 1234 5 6 .
druge diferencije 11111..

tre¢e diferencije 0000 ..

Tablica 2.

U retku s tre¢im diferenciama su same nule.
RaCun konacCnih diferencija kaze da je tada niz
P(0),P(1),P(2),...polinom stupnja najvise 2, t].

P(n) = An* + Bn + C. (3)

Iskoristimo poznate vrijednosti od P(0), P(1),
P(2). Dobit ¢emo sustav jednadzbi

1 = PO = C

2 = P(l) = A+B+C

4 = P2) = A+2B+C
. 1 1
Cije je rieSenje upravo A = X B = X C =1, oc-

nosno nasa kvadratna funk
hodnom rjesenju:

o

ija (8) odgovara pret-

1 1 n”?+n+2

METODIKA NASTAVE MATEMATIKE

Oblici matematickog misljenja
pojmovi, aksiomi, postulati, poucci, dokazi

Oblici
matematickog
misljenja
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Ako se zelite malko poigrati ovom metodom, vr-
lo lako mozete na¢i formulu za, primjerice, sumu
prvih n prirodnih brojeva ili sumu kvadrata prvih n
prirodnih brojeva itd.

nz 0136101521.

prve diferencije 12345 6 .
druge diferencije 11111..
tre¢e diferencije 0000 ..

Tablica 3: tablica diferencija
zaS(n)=0+1+2+...+n

Zakljucak

Najvec¢i broj podrucja u kojima pravci dijele ravni-
nu dobit ¢emo pravcima u najopcéenitijem polozaju
to jest nikoja dva pravca ne smiju biti usporedna
i istom tockom smiju prolaziti najviSe dva pravca.
Tada najveci broj podrucja na koje n pravaca dijeli
ravninu iznosi
n*4+n+2
> .
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