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Jos jedan dokaz
Ptolemejeva teorema

Sefket Arslanagic, Sarajevo, BiH

Iz povijesti matematike poznato je da je starogrcki
astronom, geograf i matematicar iz 2. stolje¢a nove
ere, Ptolemej', u svom poznatom djelu Aimagest
dao dokaz sljedeteg teorema:

Teorem. U svakom konveksnom Cetverokutu, upi-
sanom u kruznicu, produkt mjernih brojeva dijago-
nala jednak je zbroju produkata mjernih brojeva nje-
govih suprotnih stranica.

U [1]1 [2] nalaze se Cetiri razna dokaza ovog teore-
ma. Napomenimo da ovaj teorem ima znacajnu
primjenu kod rjeSavanja raznih geometrijskin za-
dataka u vezi s konveksnim Cetverokutom. Ovdje
¢emo dati jo$ jedan zanimljiv dokaz ovog teorema.

Dokaz. Konstruirat ¢emo trokut AEB (slika) koji je
slican trokutu ACD, tj. AAEB ~ AACD tako da
je:

JABE = JADC, <JEAB = JCAD.

! Ptolemej (Ptolemeus Claudius) iz Aleksandrije, tvorac geocentri¢nog sustava o kretanju planeta, op. a.
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viSe nego u udzbeniku
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Tada vrijedi:
|AE|  |AB| _ |BE| — |BE| = |AB| - |DC]|
|AC|  |AD|  |DC| ~ JAD|
(D
v o |AE]
Zbog ¢injenice da je i JEAC = < BAD | m =
AB AD AB
u slijedi da je [AD = u pa je AEAC ~
|AD| |AC| |AE]
ABAD. Sada vrijedi:
|AE| _ |AC| _ |EC|
|AB|  |AD|  |DB|’
a odavde AC|- DB
AC| - |DB
EC|l= ——— 2
BCl =) @)

Razlikovat ¢emo sada dva slucaja:

1. Neka je ABCD tetivni Cetverokut. Tada je
JADC + JCBA (= 4BAD + JBCD) = 180°
(suprotni kutovi tetivnog Cetverokuta su suplement-
ni), a odavde zbog JADC = <JABE slijedi:
JABE + 4CBA = 180°, §to znadi da tocke C,
B i E pripadaju jednom pravcu i vrijedi:

|EC| = |BE| + |BC|. (3)
Sada iz (1), (2) i (3) dobivamo:

|AC| - |DB| B |AB| - |DC]|
|AD|  |AD|

+ |BC],

a odavde, nakon mnozenja sa |AD|:
|AC| - [DB| = |AB| - |DC| + |BC| - |AD|, (4)

Sto je trebalo dokazati.

2. Neka ABCD nije tetivni Getverokut, tj. JADC +
JCBA # 180°. Tada je takoder

JABE + JCBA = JADC + JCBA # 180°,

Sto znaci datocke E, B i C ¢ine trokut EBC iz kojeg
na osnovu nejednakosti trokuta dobivamo:

|EC| < |BE| + |BC]. (5)
Sada iz (1), (2) i (5) dobivamo:

|AC|- |DB|  |AB|-|DC|
|AD| |AD|

+ |BC]|,

a odavde, nakon mnozenja sa |AD]:
|AC| - |DB| < |AB| - |DC| + |BC| - |AD|. (6)
Iz (4) i (6) slijedi:
[AC| - |BD| < |AB[ - |CD| + |AD] - |BC|.

Ova se nejednakost u matematickoj literaturi Cesto
naziva Ptolemejeva nejednakost.
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