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O savrSenim trokutima

Bojan Kovacic¢, Zagreb

“Klasi¢nim” zadatcima iz analitiCke
geometrije koji se zadaju u osnovnoj,
odnosno srednjoj Skoli pripadaju i
zadatci izratuna opsega i povrsine
trokuta kojemu su zadane duljine svih
triju stranica. Numeri¢ka vrijednost
opsega trokuta obi¢no je razli¢ita od
numericke vrijednosti povrsine trokuta.
Stoga je zanimljivo promatrati trokute
kojima se te dvije numericke vrijednosti
podudaraju.

Formalno, imamo sljedec¢u definiciju.

Definicija 1. Trokut kojemu su duljine stranica pri-
rodni brojevi i kojemu je opseg broj¢ano jednak
povrSini nazivamo savrsen trokut.

U ovom ¢emo Clanku rijesiti sljedece probleme:

Problem 1. Odrediti sve nesukladne savrSene pra-
vokutne trokute.

Problem 2. Odrediti ukupan broj svih nesukladnih
savrsenih trokuta i na¢i duljine njihovih stranica.

Istaknimo da ¢emo svaki od ovih problema ri-
jesiti zasebno iako rieSenje Problema 2 obuhvaca
rieSenje Problema 1. No, metode riesavanja tih
problema znacajno se razlikuju, pa je metodicki
primjereno ukazati na razlicite metode rjeSavanja
sli¢nih problema.

Radi preciznosti, vrhove trokuta oznatavamo s A,
B i C, a duljine njima nasuprotnih stranica redom

sa, bic.
necemo razmatrati, tj. pretpostavit cemo da vrijedi
relacija a,b,c € N ={1,2,3,...}.

Istaknimo da “degenerirane” trokute

RjeSenje Problema 1

UobiCajeno ¢emo pretpostaviti da pravokutan tro-
kut ABC ima pravi kut kod vrha C, odnosno da
je ¢ duljina hipotenuze trokuta ABC. Takoder, bez
smanjenja opéenitosti moZzemo pretpostaviti da su
stranice trokuta oznaCene tako da vrijedi nejedna-
kost a < b < c¢. PovrSina trokuta ABC dana je
izrazom

P=-ab. (1)

Prema Definiciji 1 mora vrijediti jednakost:

1
a+b+c:§-a~b. (2)
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Kvadriranjem ove jednakosti (primjenom pravila za
kvadriranje trinoma) dobivamo:

1
P+ +42-a-b+2-a-c+2-b-c = Z~a2~b2.
(3)

Prema pretpostavci, ABC je pravokutan trokut s
pravim kutom kod vrha C. Stoga vrijedi Pitagorin
poucak:

@+ b= (4)

Uvrstimo i jednakost (4) u jednakost (3), dobit
¢emo:

1
2-¢*+2-a-b+2-a-c+2-b-c = Z-az-bz, (5)
odnosno nakon sredivanja
Ly s
2-a-b+2-c-(a+b+c)zz-a -b°. (6)

Uvrstimo i jednakost (2) u jednakost (6), dobit

¢emo:

2-a-b+2 ! b—12b2(7)
a c > a =7 a ,

odnosno

a-b-(c+2)=--da-b* (8)

ENT-

Zbog pretpostavke a,b € N, jednakost (8) smije-
mo podijeliti s a - b. Dobivamo:

1
c+2=Z~a-b, 9)
odnosno,
1
c:z-a-b—Z. (10)

UvrStavanjem jednakosti (10) u jednakost (2) slije-
di:

1 1
—.a-b-2=—.4a-
a+b+4 a-b 3 a-b,

1 1
b+Z~a-b—§~a-b——a+2,
! +2
——-a-b=-a
4 ’

Lako se vidi da za a = 4 dobivamo jednakost
0-b=-2
koja nije istinita ni za jedan realan broj b. Stoga

jednakost (11) smijemo podijelitis 1 — i a, pa

slijedi:
b —a+2 —a+2  a—2
_1 1 4—a a—4
4 4
a—4 2
=4 =411
(a—4 a—4) <+a—4)
8
=4+ —. 12
+—— (12)

Iz jednakosti (12) razabiremo da ¢e broj b biti cijeli
broj ako i samo ako je izraz a — 4 jednak nekom
cjelobrojnom djelitelju broja 8. Buduc¢idajea € N,
slijedi

a—4> -3 (13)
Svi cjelobrojni djelitelji broja 8 koji su jednaki ili vedi
od —3 tvore skup

Slz{—2,—1,1,2,4,8}. (14)
Dakle, mora vrijediti
a_46{_27_171a2a458}’ (15)

odnosno
a€{2,3,56,8, 12}. (16)

Za a € {2,3} iz jednakosti (12) slijedi b €
{—4,0}, sto je suprotno pretpostavci b € N.
Tako preostaje a € {5,6,8,12}. Uvrstavanjem
svake od tih vrijednosti u jednakost (12) slijedi
b € {12,8,6,5}. Medu dobivena Cetiri uredena
para (a, b) biramo samo one za koje vrijedi nejed-
nakosta < b. Tosu (5,12) i (6,8).

UvrStavanjem @ = 5 i b = 12 u jednakost (10)
slijedi ¢ = 13.

UvrStavanjem a = 6 i b = 8 u jednakost (10)
slijedi ¢ = 10.

Dakle, vrijedi:
(a,b,c) € {(5,12,13),(6,8,10)}. 17
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Tako smo dokazali sliede¢i poucak.

Poucak 1. Postoje to¢no dva nesukladna savrSena
pravokutna trokuta. Oznacimo i duljine njihovih
stranica tako da vrijedi nejednakost a < b < c,
onda vrijedi

(a,b,c) € {(5,12,13),(6,8,10)}.

Time je Problem 1 u potpunosti rijesen. |

Rjesenje Problema 2

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti
da su stranice trokuta oznacene tako da vrijedi ne-
jednakost a < b < ¢. Oznacimo sa s poluopseg
trokuta ABC, tj. neka je

s:%~(a+b+c). (18)

Tada je povrsina trokuta ABC dana Heronovom for-
mulom:

P=\/s-(s—a) - (s—b)-(s—c). (19

Prema definiciji savrSenoga trokuta mora vrijediti
jednakost

P=2-s. (20)

Uvrstavanjem jednakosti (20) u jednakost (19) do-
bivamo:

Vs-(s—a)-(s—b) - (s—c)=2-5. (21)

Kvadriranjem jednakosti (21) slijedi:

s-(s—a)-(s—b)-(s—c)=4-5°. (22)

Jednakost (22) smijemo podijeliti sa s jer je s, kao
poluzbroj triju prirodnih brojeva, sigurno racionalan
broj razli¢it od nule. Tako dobivamo:

(s—a)-(s=b)-(s—c)=4-s. (23)

Oznacimo:

X a
y:i=s—b, (24)
Z Cc

Zbrajanjem svih triju jednakosti u skupu jednakosti
(24) dobivamo:

x+y+z = 3-s—(a+b+c) =3-5s—2-s = 5. (25)
Stoga jednakost (23) mozemo zapisati u obliku
4-(x+ytz)=x-y-z (26)

U nastavku nam trebaju sliedece tri tvrdnje.

Tvrdnja 1. Opseg savr§enoga trokuta je nuzno
paran prirodan broj. Ekvivalentno, poluopseg sa-
vr8enoga trokuta je nuzno prirodan broj, tj. s € N.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je opseg
savrSenoga trokuta neparan prirodan broj. Opseg
dobivamo kao zbroj triju prirodnih brojeva. Taj je
zbroj neparan prirodan broj ako i samo ako se u
njemu pojavljuje neparno mnogo neparnih pribroj-
nika (tj. pribrojnika koji su neparni prirodni brojevi).
To znadi ili da su duljine svih triju stranica trokuta
neparni prirodni brojevi ili da je duljina to¢no jedne
stranice trokuta neparan prirodan broj. Ako su

a=2-k+1,
b=2-1+1, (27)
c=2-m+1,

zaneke k,I;m € N, onda se lako provjeri da su iz-
razi s, s—a, s —bis— c neskrativi razlomci kojima je
u brojniku neparan prirodan broj, a u nazivniku broj
2. Tadajeiumnozaks - (s —a)- (s —b) - (s —¢)
neskrativ razlomak kojemu je u brojniku neparan
prirodan broj, a u nazivniku broj 16. Odatle slijedi
dajeP =/s-(s—a)-(s—b)(s—c)iliraci-
onalan broj ili neskrativ strogo pozitivan racionalan
broj kojemu je u brojniku neparan prirodan broj, a
u nazivniku broj 4.

Prema tome, opseg trokuta je neparan prirodan
broj, dok je povrsina ili iracionalan broj ili neskrativ
strogo pozitivan racionalan broj. Ta dva broja o¢ito
ne mogu biti medusobno jednaka. Tako smo dobili
proturjeCje s pretpostavkom da je trokut savrSen.
Dakle, ne postoji savrSen trokut kojemu su duljine
svih triju stranica neparni prirodni brojevi.

Analogno se dokazuje da ne postoji savrSen tro-
kut kojemu je duljina to¢no jedne stranice neparan
prirodan broj. Taj dokaz prepustamo Citatelju. W

19



viSe nego u udzbeniku

20

Tvrdnja 2. Za vrijednosti x, y i z definirane jedna-
kostima (24) vrijede relacije:
1) x>y>z>0; (28)
2) x,y,z€N. (29)

Dokaz. Pretpostavili smo da vrijedi nejednakost
a < b < ¢. MnoZenjem te nejednakosti brojem
(—1) dobivamo

(—=a) > (=b) > (—c). (30)

Svakom ¢lanu ove nejednakosti dodamo prirodan
broj s (taj broj je prirodan prema Tvrdnji 1), ¢ime se
znakovi nejednakosti ne mijenjaju. Tako dobivamo
nejednakost

s—a>s—b>s—c, (31)
odnosno, prema jednakostima (24),
xXzy>z (32)

Pokazimo nejednakost z > 0. Za bilo koji trokut
ABC vrijedi nejednakost trokuta

a+b>c (33)
koju mozemo zapisati u ekvivalentnom obliku
a+b—c>0. (34)

Tako je

_a—l—b—l—c_c_a—i-b—c

0.
3 >

(35)
Prema jednakostima (24) i Tvrdnji 1, vrijednosti x,
y i z su razlike dvaju prirodnih brojeva. Razlika bi-
lo kojih dvaju prirodnih brojeva je uvijek cijeli broj.
Dakle, zasigurno je x,y, z € Z. No, iz nejednakosti
(28) slijede nejednakostix > 0,y > 0iz > 0.
Zbog toga je x,y,z € N. [ |

I=85—cC

Tvrdnja 3. z € {1,2,3}.

Dokaz.  Nejednakost (28) mozemo zapisati u
“prosirenom” obliku kao:
X>Xx
x>y (36)
x>z

Zbrojimo i te tri nejednakosti i rezultat pomnozimo
s 4, dobivamo:

12:x>4-(x+y+2). (37)

Pretpostavimo da je z > 4. Tada iz nejednakosti
(28) slijediy > 4. Stoga pomnozimo nejednakosti
X > X,
y =4, (38)
7z >4,

pa dobivamo nejednakost:
x-y-z>16-x. (39)

Uvazavaju¢i nejednakosti (37) i (39), te jednakost
(26), dobivamo:

12:x>4-(x+y+27)=x-y-2>16-x,
12-x > 16 - x,
12-x—16-x >0,
(—4)- x>0 /:(-4)
x <0,
Sto je proturje¢no nejednakosti (28). Zbog toga

mora biti z < 3. Bududéi da je, prema relaciji (29), z
prirodan broj, slijedi z € {1,2,3}. [ |

Iz jednakosti (26) izrazimo x:

A‘,.')C_i_z‘,.y_i'_z‘_.z:x.y.z7
4-(y+z)=x-(y-z—4).
(40)

Ako bi bilo y - z =4, onda bismo imali

(»2) €{(1,4),(4,1),(2,2)}.  (41)

Lako se vidi da u svakom od tih triju slu¢ajeva do-
bivamo linearnu jednadzbu oblika

0-x=d, (42)

gdje je d € {16,20}. Ta jednadzba nema realnih
rieSenja. Stogaizraz (40) smijemo podijelitiizrazom
y - z — 4, pa dobijemo:

4. 2T

X = .
y-z—4

(43)
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U izraz (43) najprije uvrstimo z = 1. Dobivamo:

(44)

Zbog svojstva x,y € N, provodimo razmatranje
analogno onome u rjeSenju Problema 1. Svi djeli-
telji broja 20 tvore skup

S={-20,—-10, -5, -4, -2
(45)
TraZimo one elemente skupa S, za koje ¢e pripad-
ne vrijednosti varijabli x i y istodobno biti prirodni
brojevi. Nije teSko pokazati da mora vrijediti

y—4¢€{l1,2,4,510,20}, (46)

odnosno
yE {5,67 8,9, 14, 24} ixe {24, 14,9, 8,6,5}.
(47)

Medu dobivenim uredenim trojkama (x, y, z) sada
biramo one za koje vrijedi nejednakost (28). Bez
toga uvjeta dobili bismo parove medusobno suk-
ladnih trokuta, a Problem 2 zahtijeva da trazeni sa-
vréeni trokuti budu nesukladni. Dobivamo:

(x,y,2) € {(24,5,1),(14,6,1),(9,8,1)}.

(48)
Iz jednakosti (18) i (24) odmah slijedi:

a=s—(s—a)=F+y+z —x=y+gz

b=s—(s—b)=@x+y+z)—y=x+gz

c=s—(s—c)=@x+y+2)—z=x+y.
(49)

Uvrstavanjem svakoga elementa skupa iz relacije
(48) dobije se:

(a,b,c) ={(6,25,29),(7,15,20),(9,10,17)}.

(50)
U izraz (43) uvrstimo z = 2. Dobivamo
R y+2 4. y+2 :2.y+2
2-y—4 2-(y-2) y—2
y—2 4 4
—2. (=4 V2. (14—
(y—2+y—2> ( +y 2)
8
=24+ —.
+y—2
(51)

,—1,1,2,4,5,10,20}.

Provodimo razmatranje potpuno analogno onom
za slu€aj z = 1. Svi cjelobrojni djelitelji broja 8
tvore skup

S3 = {_87_47 _27_1717274’8}' (52)
Zbog uvjeta x,y € N mora vrijediti

y—2¢e{l1,2,4,8}. (53)

Odatle slijedi

v € {3,4,6,10} i x € {10,6,4,3}.  (54)

Medu dobivenim uredenim trojkama (x, y, z) opet
biramo one za koje vrijedi nejednakost (28). Dobi-
vamo:

(x,v,2) € {(10,3,2),(6,4,2)}. (55)
Iz jednakosti (49) slijedi
(a,b,c) € {(5,12,13),(6,8,10)}. (56)
Preostaje u izraz (43) uvrstiti z = 3. Dobivamo:

y+3  4-y+12

—4. =
T34 3y
4 52
3 60=4 3
= +
3.y—4 3.y—4
4 52
S S (57)

373.-3-y—4)

x Ce biti prirodan broj ako i samo ako je

} (58)

e{-1,2,58...}. (59

)

W] Wn
L&JIOO

52 c 1 2
3-3-y—4) 3’3’
tj. ako i samo ako je

52
3.y—4

Zbogy € Njesigurno 3 -y —4 € Z. Svi elemen-
ti skupa na desnoj strani relacije (59) su zapravo
to¢no svi elementi aritmetickoga niza ¢iji je prvi ¢lan
a; = —1, arazlika d = 3. Stoga zapravo trazimo
koji djelitelji broja 52 su ujedno i ¢lanovi uocenoga
aritmetiCkoga niza.
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Svi djelitelji broja 52 tvore skup

Sy = {—52,-26,—13, —4,
—2,-1,1,2,4,13,26,52}. (60)

Op¢i ¢lan promatranoga aritmetickoga niza jest

a=a+n—-1)-d=—-14+n-1)-3
143-n—-3=3-n—4, (61)

pri ¢emuje n € N.
Lako se pokaze da za
Be {-52,-26,—13,—-4,1,4,13,52} (62)
linearna jednadZba
3-n—4=8B (63)

nema rjeSenja u skupu N, odnosno da niti jedan od
elemenata skupa iz relacije (62) ne pripada aritme-
tickom nizu odredenom jednakosti (61). Nije teSko
ni pokazati da za

Be{-1,2,26) (64)

rieSenja jednadzbe (63) tvore skup {1,2, 10}. (To
zapravo znaci da vrijede jednakosti a; = —1,
a, = 2iayy = 26.) Stoga vrijednostizraza3-y—4
mora biti element skupa {1,2, 10}.

Lako se provjeri da jednadzbe 3 -y — 4 = 1
3.y —4 = 10 nemaju rjesenja u skupu N, te da
jednadzba 3 -y — 4 = 2 imarjeSenje y = 2 koje
pripada skupu N.

Uvrstavanjem y = 2 uizraz (51) dobivamo x = 10.
Dakle, u ovom smo slu¢aju dobili uredenu trojku
(x,y,z) = (10,2,3). No, ta uredena trojka ne do-
lazi u obzir jer za nju ne vrijedi nejednakost (28).
Stoga slucaj z = 3 ne daje niti jedno rjesenje raz-
matranoga problema.

Time smo iscrpili sve moguce slu¢ajeve i dokazali
sljedec¢i poucak.

Poucak 2. Postoji to¢no pet nesukladnih savrsenih
trokuta. Oznacimo li njihove stranice tako da vrijedi
nejednakost a < b < ¢, onda je

(a,b,c) € {(5,12,13), (6,8, 10), (65
(6,25,29), (7,15,20), (9, 10, 17)}. )

Time je Problem 2 u potpunosti rijesen.

Zakljutno napomenimo da postoji beskonacno
mnogo nesukladnih trokuta ¢ije duljine stranica su
strogo pozitivni realni brojevi i kojima je opseg
broj¢ano jednak povrsini. Naime, nije teSko poka-
zati da je skup svih strogo pozitivnih rieSenja jed-
nadzbe (26) dan s

S5 = {(x,y,%) x>0,y > j—c}
(66)

Za svako od tih rjeSenja iz jednakosti (49) dobi-
vamo pripadne duljine stranica trokuta. No, takvi
sluCajevi nisu osobito zanimljivi i ovdje ih nismo
razmatrali.
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