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Razmisljanja o sredini

Stiepan Poljak!,
Tomislav Rudec?, Osijek

U ovom radu objasnit cemo poblize pojam sredine u matematici. lzvest ¢emo najcesce
koriStene vrste sredina (poput aritmeti¢ke, geometrijske i harmonijske) i na svakodnevnim
primjerima objasniti problem odabira sredine pomoc¢u principa nedovoljnog razloga.

Uvod

Vjerojatno si se, dragi CitaoCe, tijekom svojeg
Skolovanja Cesto zapitao: ‘Je li moja ocjena bila
pravedna?” Mozda ima$ osjecaj kako znas vise, a
dobio si manju ocjenu. Nekad je i obratno; znas
manje, a uspijes dobiti ve¢u ocjenu. Naravno, ovo
bismo mogli objasniti time kako smo ponekad bi-
li podlozni samosluzecoj pristranosti (eng. self-
serving bias), odnosno kako u ovoj situaciji, pri-
mjerice slabiju ocjenu pripisemo pogreski ili karak-
teru nastavnika, a bolju ocjenu svojoj sposobnosti
ili trudu. Upravo zato prisilieni smo reci kako je oc-
jenjivanje (i na pismenom i na usmenom ispitu) u
svakom slucaju subjektivno.

Uloga nastavnika nije marginalna; on daje ocje-
nu na osnovu svoje subjektivne procjene, na sto
Cesto moze utjecati njegova osobnost, predrasu-

de, njegovi kriteriji i slicno. Stoga nije zadudujuce
kako ocjene mogu biti nepravedne, nekad namijer-
no, nekad nenamjerno; nekad na Korist, a nekad
na Stetu ucenika. Za potrebe ovog rada, pretpos-
tavit éemo kako su ocjene ipak savréen pokazatelj
uCenikova znanja. No, i uz ovaj aksiom, jo$ uvijek
nam je nametnut problem izvodenja zaklju¢ne, od-
nosno zavrsne ocjene: kako odabrati ocjenu (broj)
koja ¢e biti savrSeno mjerilo u¢enikova znanja i spo-
sobnosti samo na osnovu brojki koje su zapisane
u imenik? Cini se kako nam je potrebna neka vr-
sta alata kojim ¢e nastavnik zakljuciti najpravedniju
ocjenu.

Radi lakSe predodzbe problema, zamislimo naizg-
led trivijalnu situaciju koja ¢e nam posluziti kao mo-
tiv za prvi dio rada. Ivica je u Skoli na satu likovne
kulture imao izuzetnu inspiraciju te je naslikao izvr-
snu sliku zimskog, snjeznog pejzaza. Ta slika se,
zahvaljujuc¢i Ivi¢inom urodenom umjetni¢kom daru
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(i maminoj subjektivnosti), iznimno svidjela njego-
vim roditeljima. Roditelji Zele da svi njihovi gosti
budu iznenadeni talentom njihovog sina pri samom
ulasku u ku¢u: odlucili su sliku objesiti u hodnik.

Odabir lokacije je prvi problem. Tata je matema-
ticar te izvodi razne izraCune za savrSenu poziciju
slike uz savjete statistiCara, psihologa i esteti¢ara.
Statisti¢ar predlaze lokaciju gdje vec¢ina ljudi stavlja
slike (ovo ipak oduzima kreativnost i draz cijelom
postupku), psiholog predlaze prazan zid, a este-
tiCar poziciju kojom ¢e se dobiti najljepsa kompo-
zicija. Nepotrebno je reci kako bi i svaki od tatinih
kolega matematicara imao drukgiji prijedlog (Le-
onardo da Vinci gotovo bi sigurno odabrao zlatnu
sredinu izmedu vjeSalice i ormari¢a za cipele).

Nakon $to su odabrali mjesto, roditelji trebaju za-
biti ¢avao u zid. Koji &avao odabrati? Cini se da
je svejedno pa odabiru jedan koriste¢i znanstve-
nu metodu tipa eci-peci-pec. Sada im nedostaje
¢eki¢. Zaboravili su kako su ¢eki¢ posudili susjedi-
ma i moraju se snaci ne¢im drugim. Traze po kudi
bilo sto ¢ime bi se mogli posluziti. Imaju omaniju
palicu, debelu knjigu s tvrdim uvezom i nekoliko
alata njima nepoznate svrhe. Sto odabrati? Palica
je lakSa za koristiti, ali mozda bi s posebnim izda-
njem knjige Les Miserables Victora Hugoa (koju je
iznimno tesko prona¢i u nasim knjizarama) bolje
obavili posao? Na kraju, nemajuci Zivaca za ambi-
valenciju i razne nedoumice svog supruga, majka
donosi ono $to je njoj najblize i s ¢ime je na ti: ¢eki¢
s kojim tu¢e mesne odreske.

Upravo je takva situacija i sa zaklju¢ivanjem ocje-
na. Mi imamo mnogo alata kojima mozemo za-
kljuciti ocjenu, ali koji od njih odabrati? U nasim
je Skolama Cest alat za raCunanje prosjeka aritme-
ticka sredina, ali ipak postoje i mnoge druge sre-
dine. Preciznije, njih beskonac¢no mnogo. Kao i s
prethodnom pri¢om, ljudi su bili neodlu¢ni oko toga
koji alat odabrati pa su odabrali onaj koji im je bio
najjednostavniji i onaj koji su najesc¢e koristili. O

ovakvom problemu nam govoritzv. princip nedovo-
linog razloga (engl. principle of insufficient reason,
principle of indifference). Laicki receno, ako nema-
mo razloga odabrati neki poseban alat, mozemo
odabrati koji god Zelimo. Mi ne znamo koji je bolji
ili 10Siji, svi nam se ¢ine jednako dobri, ali mogu
imati razli¢ite posljedice. Ovaj princip poznavali su
jo§ i Jacob Bernoulli i Pierre Simon Laplace, no svoj
je naziv dobio tek kasnije kao kontrast Leibnizovu®
principu dovoljnog razloga (engl. principle of suffi-
cient reason) koji govori kako svaka Cinjenica ima
dovoljan razlog zasto je upravo takva (viSe o tome:
pogledati [1]).

Etimologija rijeci i definicija
sredine

Cesto i olako koristimo $irok raspon rije&i koje pri-
dodaju odredenu jakost nasim izjavama, argumen-
tima i tvrdnjama. Rijetko Covjek zastane i zapita se
0 samom znacenju rije€i koje koristi. Ponavljamo ri-
je¢ u sebiili naglas i shvacamo kako je, kada nasoj
rije¢i oduzimamo slovo po slovo, ono $to je ispod
svih tih grafema i fonema bilo skriveno, uglavnom
i nejasno*. Upravo se to dogada i s rijeci sredina.
Ova rije¢ ima dva aspekta. Mozemo podrazumije-
vati sredinu u tradicionalnom smislu (staroslavenski
sreda), kao srediste. Upravo u ovakvu vrstu sredi-
ne spada i dan srijeda, dan Kkoji je jednako udaljen
od pocetka i od kraja tjedna (ako, prirodno, za prvi
dan uzmemo nedjelju, a za zadnji subotu). Narav-
no, mozemo uzeti u obzir i srediste kruznice, sfere
i sliéno. No, kada je u pitanju primjerice skup bro-
jeva na brojevnom pravcu, a imamo vise od dva
podatka, prisiljeni smo prosiriti znacenje rijeci sre-
dina i dati joj znaCenije slicno znacenju izraza ono
Sto je izmedu. Na neki se nacin pomo¢u samo
jednog podatka pokuSava opisati cijeli skup po-
dataka. Razlike izmedu ovakvih rijeci, kao Sto su
sredina, ono Sto je izmedu, prosjek i sli¢no, su ve-
oma osjetljive, suptilne i gotovo neprimjetne kao

3 Princip dovoljnog razloga bio je poznat i u doba starih Grka; Platon i Aristotel su ga implicitno podrazumijevali, ali tek mu je Leibniz dao

sadasniji naziv.

4 Opsirnija pojasnjenja ovakvih lingvisti¢kih tvrdniji o znagenjima (i nedostatku znadenja) rijeéi mogu se pronadi u radovima austrijskog filozofa

L. Wittgensteina: vidjeti [3].
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i razlike izmedu rije¢i bitno i vazno, inteligencija i
intelekt, ljubav i zaljubljenost.

Osim u sirokom smislu rijeCi mozemo promatrati
sredinu u uZem smislu rijeci. Tradicionalno se pod
tim podrazumijevaju aritmetiCka sredina, ono $to
obi¢no shva¢amo pod rijeci prosjek, medijan, mod
i slicno. Laicki reCeno, aritmetiCka sredina skupa
od n podataka je suma tih podataka podijeljena s
njihovim brojem, odnosno s n. Ostali nacini izla-
ze izvan okvira ovog rada, ali ¢emo, ukratko, reci
kako je medijan onaj podatak koji dijeli skup tako
da prva polovica podataka bude “ispod” medijana
(gdje je svaki podatak iz te “donje polovice” maniji
od medijana), a druga polovica “iznad”, isto tako
da svaki podatak iz “gornje polovice” bude vedi
od medijana. Stoga bi mogli re¢i kako je medijan
zapravo podatak u sredini ako promatramo njegov
redni broj. Mod je podatak koji se najées¢e pojav-
ljuje u tom skupu; ukoliko se svi podatci pojavljuju
jednakom frekvencijom, tada mod nije definiran.

Definirat ¢emo prvo sredinu u Sirokom smislu rijeci.

Definicija 1. Za skup realnih brojeva {ay, . .. ,a, },
gdiejea; < ap < ... < a,, sredina je svaki realan
broj x € [a1, ay).

No, dalje u radu promatrat ¢emo samo sredinu u
nesto uzem smislu rijeci, i to onakvu kakva je dana
sliede¢om definicijom.

Definicija 2. Neka je dan skup pozitivnih real-
nih brojeva S = {xi,...,x,}. Sredina reda r
(Holderova sredina ili engl. power mean) skupa S,
koju ¢emo oznadavati s HS(r), definirana je formu-

lom .
1n r

HS(r) = - x| .

s (3 %:7)

Primjer 1. Aritmeticka sredina AS = HS(1) sku-
pa realnih brojeva S = {xi,...,x,} definirana je

formulom
1 n
As =~ X;xi.
i—

Primjer 2. Geometrijska sredina u svom opc¢enitom
obliku moze se dobiti iz Holderove sredine kada r
tezi k nuli (ne mozemo direktno uvrstiti nulu zbog

1
— koji tada nije definiran). lako aritmeticku sre-
r

dinu mozemo promatrati i za negativne brojeve,
geometrijska se sredina definira samo za pozitivne
brojeve.

Za geometrijsku sredinu koristit cemo oznaku GS.
Neka je zadan skup pozitivnih realnih brojeva § =
{x1,...,x,}. Geometrijska sredina

GS = lim HS(r)

r—0

skupa § tada je definirana formulom

' 1 n . T
GS}grg)(nZl:xi> - = U

Primjer 3. Neka je zadan skup pozitivnih realnih
brojeva § = {xi,...,x,}. Harmonijska sredina
HS = HS(—1) skupa S je tada definirana formu-
lom

HS =

Primjer 4. Neka je zadan skup pozitivnih real-
nih brojeva S = {xi,...,x,}. Kvadratna sredina
KS = HS(2) skupa S definirana je formulom

Primjer 5.  Funkciju maksimuma dobivamo iz
Holderove sredine uzimanjem limesa kada r —
0!

lim HS(r) = max(S).

r—00

Primjer 6. Funkciju minimuma dobivamo na sli¢an
nacin, uzimanjem limesa kada r — —oo:

lim HS(r) = min(S).

r——00
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Teorem 1. Dan je skup pozitivnih realnih brojeva
S={x1,...,x,}. Zasvakir, 20,1, 0,1 <1
vrijedi min(S) < HS(r)) < HS(r,) < max(S).

Kako smo u prethodnom teoremu izbacili geometri-
jsku sredinu iz price, odnosno slu¢aj r = 0, zelimo
jo$ pogledati u kakvom su odnosu ostale sredine
s geometrijskom sredinom. O tome nam govori
sliedeci teorem.

Teorem 2. Za svaki pozitivan r vrijedi HS(—r) <
GS < HS(r).

Iz ovog teorema lako se vidi da za svaki skup pozi-
tivnih brojeva § vrijedi

min(S) < HS < GS < AS < KS < max(S).

Primjene i izvodi

Kada smo ve¢ u priGu uveli Ivicu, nekako je red
pridodati i Maricu. U jednoj dalekoj osnovnoj Skoli,
Marica, koja je poput lvice nadarena vise za umijet-
nost, ima ocjene 2, 3 i 5 iz matematike. Pomozimo
njenom nastavniku zakljuciti ocjenu. Zasad nam
se ¢ini kako dileme nema jer nastavnik ¢e najce$ce
uzeti upravo aritmetiCku sredinu: zbrojimo ocjene i
podijelimo ih s brojem ocjena. Stoga bi zaklju¢na

5
ocjena bila upravo , ato je otprilike 3.33.

Nastavnik ¢e joj zakljuciti trojku.

Zasto joj ne bi zakljucio peticu? Ocito je pokazala
na zadnjem testu da moze nauciti za pet. Mozda
bismo mogli rec¢i kako se ipak trebala bolje potru-
diti, kako nije bila odgovorna i zakljuciti joj dvojku,
njenu najmanju ocjenu. Dakle, od svih ovih raznih
sredina, osim aritmeticke, ovdje smo mogli koris-
titi i funkciju minimuma (njena najmanja ocjena) i
maksimuma (njena najveca ocjena). Uoc¢imo, ako
bi nastavnik koristio neku sredinu, sigurmno joj ne
bi smio zakljuciti jedinicu, upravo zato Sto se sva-
ka sredina mora nalaziti izmedu njene najmanje i
njene najvece ocjene (izmedu 2 i 5).

Nastavnik je Marici zakljucio odli¢an i roditelji su joj
dopustili odabrati neki bicikl koji ¢e joj kupiti kao

nagradu za odli¢nu ocjenu. Marici se svidio jedan
ruziCasti bicikl ¢ija je pocetna cijena bila 700 kuna.
No, dok je trajala Skolska godina, cijena bicikla je
rasla: prvi mjesec na 800, drugi na 950, a treci
na 980 kuna. Roditelji poku$avaju pronaci neki
smisao u porastu cijene bicikla. Pogledajmo razne
nacine na koje ove brojeve mozemo tumaditi.

Aritmeticka sredina

Problem 1. Mozemo, za pocetak, pretpostaviti da
je cijena rasla tako da je trgovac pocetnoj cijeni do-
dao 100 kuna; cijeni u drugom mjeseca 150, a cije-
ni utre¢em mjesecu 30 kuna. Dakle kona¢nu cijenu
mozemo dobiti kao 700 + 100 4 150 + 30 = 980
kuna. Ako se zapitamo, koliki je bio prosjecan po-
rast cijene bicikla mjeseCno, koristimo aritmeticku
sredinu, upravo zato §to smo uzeli za pretpostavku
kako je cijena rasla s obzirom na najjednostavnije
Zbrajanje. Ono $to je ovdije skriveno jest Cinjenica
da koriste¢i aritmeticku sredinu mi zapravo zamje-
njujemo brojeve 100, 150 i30 samo jednim brojem;
drugim rije¢ima Zelimo dobiti broj n tako da vrijedi
700 + n 4+ n + n = 980. Dobili bismo 3n = 280,
tj. n =~ 93.33, a to je upravo aritmeticka sredina
od 100, 150 i 30. Dakle, moZzemo zakljuciti kako
je prosjecan porast cijene mjesecno bio otprilike
93.33 kuna.

Geometrijska sredina

Problem 2. Ipak, problem s cijenom bicikla
mozemo promatrati i s druge strane. Mozda trgo-
vac nije dolazio do novih cijena zbrajanjem, ve¢ po-
vecanjem svake prethodne za neki postotak (mje-
seCno). Postotak za koji se cijena povecala u pr-
vom mjesecu (sa 700 na 800 kuna), mozemo iz-

K
raCunati koriste¢i formulu p; = — — 1, gdje je K

nova, a P stara cijena. Stoga je postotak p; =

8 1
7~ 1= 7 a to je otprilike 0.1429, tj. 14.29%.

Postotak porasta cijene s P = 800 na K; = 950
) 19 3 ,
epr = 16~ 1= 6= 0.1875, tj. 18.75%. Na
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98 3
kraju, p3 = %5 1= %5 otprilike 3.16%. Pos-

liednju cijenu (980 kuna) mozemo iz poc¢etne (700
kuna) dobiti formulom 700ccc3 = 980. Ono Sto
nas sada zanima jeste prosjecni prirast cijene! To
znadi svaki od ovih brojeva cy, ¢, i c3 zelimo zami-
jeniti jednim brojem ¢ (koji, kada uzmemo ¢ — 1,
predstavlja prosjecan prirast cijene za neki posto-
tak). To mozemo dobiti iz formule cicac3 = ¢, Ka-
da izvadimo tre¢i korijen, dobivamo ¢ = W
a to je upravo geometrijska sredina brojeva cy, ¢,

14896 7
i c3. Uotimo kako je ¢ = Wm = i/; tj.

¢ =~ 1.1187 pa je prosjeCni postotak, odnosno pri-
rast cijene p ~ 11.87%. Lako se moZe provjeriti

7
kako je sada700-c-c-¢ = 700¢3 = 700-§ = 980.

Primjer 7. Promatrajmo posudu u obliku kvadra
obujma V| = 216cm? sa stranicama a = 18.cm,
b = 4cm, ¢ = 3cm. Zelimo napraviti novu po-
sudu u obliku kocke koja ¢e sadrzavati jednako
mnogo vode kao i stara. Treba odrediti duljinu stra-
nice d kocke. Kako je obujam kvadra definiran
formulom Vi = abc, a obujam kocke V, = &,
lako je uoCiti kako stranicu d kocke mozemo dobiti
geometrijskom sredinom stranica a, b i ¢ kvadra:
d = Vabc = V216 = 6cm. Slicno se riedava i
analogan problem pravokutnika i kvadrata jednakih
povrsina.

Harmonijska sredina

U svakodnevnom Zivotu vrlo je Cesto u upotrebi
harmonijska sredina. Sam naziv dobila je po tome
Sto su se pomocu nje odredivale duljine Zica na
sviralima starogrékih umjetnika (Pitagorino otkrice;
za detaljniji povijesni kontekst aritmeticke, geome-
trijske i harmonijske sredine vidjeti [2]). Zice tako
dobivenih duljina mogle su proizvoditi tonove koji
su medusobno bili u skladu (harmoniji). Harmo-
nijsku sredinu je svatko tko se barem malo bavio
matematikom koristio barem jedanput u Zivotu, a
da to mozda nije ni znao. To je zato jer se ona
koristi i za raCunanje prosjecne brzine ako vrije-
me nije poznato. Primjerice automobil putuje pola

puta brzinom 40 km/h, a drugu polovinu puta br-
zinom 60 km/h. Kolika mu je prosje¢na brzina?
(Ili kod zadataka s cijevima i bazenima, radnicima
i poslovima i slicno). Aritmeticka sredina ovdje je
u uskoj vezi s harmonijskom sredinom, jer takoder
se moze Koristiti za racunanje prosjecne brzine, ali
kada je vrijeme poznato. Jedini uvjet (conditio sine
qua non) je da prilikom racunanja prosjec¢ne brzine
ukupno vrijeme kod aritmetiCke sredine bude po-
dijelieno na vremenske intervale jednakinh trajanja,
a kod harmonijske sredine prijedeni put (moze biti
i bilo §to drugo $to se mijenja po jedinici vremena)
mora biti podijeljen na jednake dijelove.

Daleko je lakse vidjeti upotrebu harmonijske sredi-
ne u racunanju brzine ako u zadatku ve¢ imamo
ukupan put podijeljen na jednake dijelove. Stoga,
uzmimo ovakav slucaj u nase razmatranje. Nakon
Sto je Marica kupila bicikl, odlucila se provozati po
biciklistiCkoj stazi u njenom malom gradu. Prvi kilo-
metar je vozila brzinom od 4 km/h, a drugi kilome-
tar se ve¢ umorila i vozila sporije, 3 km/h. Pitamo
se kolikom je prosje¢nom brzinom vozila? Vidimo
kako je prvi kilometar pro$la za Cetvrtinu sata, a dru-
gi kilometar za trec¢inu sata. Dakle ukupno je vozila

1 7

7 + 3171 sati. U to vrijeme je prosla dva kilo-
L L2 24

metra, dakle prosjecno je vozila = = —, Sto je

7
12
otprilike 3.43 km/h. Ovo smo mogli odmah dobiti
pomocu harmonijske sredine (cijeli put je podije-
lien na dva jednaka dijela), uvrstavajuci recipro¢ne

vrijednosti ovih brzina u formulu: +——. Da smo

317173
koristili aritmeticku i geometrijsku sredinu ne bismo

dobili dobru prosjecnu brzinu, $to je trivijalno za
uociti.

Funkcija minimuma i maksimuma

Na ovim se sredinama ne¢emo previse zadrzavati,
upravo zato Sto su najjasnije i zato Sto ih mozemo
koristiti u gotovo svakom kontekstu. Funkcija mini-
muma dakle, vra¢a najmaniji element nekog skupa
(to je npr. pouzdanost necega), a funkcija maksi-
muma (mogucnost) najveci. Stoga, vezano uz nas
problem cijene bicikla, mogli smo se pitati koja je
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bila najveca cijena, najvecéi porast, najveci prirast,
najveca brzina, aisto tako i najmanja cijena, najma-
nji porast, najmaniji prirast, najmanja brzina i tako
dalje.

lzvodi i dokazi

Ovdje ¢emo ukratko ilustrirati nekoliko dokaza i iz-
voda prethodno navedenih tvrdnji u radu.

Funkcija minimuma i maksimuma. Funkciju mak-
simuma dobivamo iz Holderove sredine uzimanjem
limesa kada r — oco. Bez smanjenja opcenitosti
pretpostavimo da je skup § = {xy,...,x,} ta-
kav da vrijedi x; < xp < ... < X, 0odnosno
max(S) = x,. Uzimamo gotov izraz iz izvoda za
geometrijsku sredinu (nakon logaritmiranja i prim-
jene L'Hospitalova pravila). Dobivamo

1

] - Z?:l (x] Inx;)

In lim HS(r) = lim nl—
r—o0 r—o00
- er‘l:l xi

No, kako ovdje r ide u beskonac¢nost, najbolje sto
mozemo napraviti je podijeliti brojnik i nazivnik s
najve¢im elementom, odnosno s xJ,. Primijetimo

- X )
da vrijedi x; < x,, odnosno, il < 1, za svaki
Xn

i=1,...,n—1,tada <x’> — Okadar — oo,
Xn
zai=1,2,...,n— 1. Jedino §to ¢e od gornje i

i
donje sume ostati je (ﬁ> = 1 (primijetimo da
Xn

ipak u gornjoj ostaje jos i Inx,). Stoga u gornjem
izrazu preostaje

1
—Inx,
In lim HS(r) = & = In x,,.
n
Na kraju dobivamo lim,_,, HS(r) = max(S).

Funkcija minimuma se dobiva ako uzmemo li-
mes kada r — —oo. lzvod se provodi analo-
gno prethodnom slu¢aju ukoliko uzmemo sups-
tituciju t = —r (tada t — o0). Uistinu vrijedi
lim,_, o HS(r) = min(S).

Dokaz teorema 1. Neka je zadan skup § =
{x1,...,x,} pozitivnih realnih brojeva. Prethodno
smo pokazali da HS(r) — max(S) kada r — oo
te HS(r) — min(S) kada r — —oo. Uko-
liko pokazemo da je funkcija HS(r) strogo ras-
tuca (s obzirom na promjenu varijable r), vrijedit
¢e min(S) < HS(r) < HS(r;) < max(S), za
svaki r; < r;. No, kako ova funkcija ima pre-
kid u r = 0, morat ¢emo promatrati ograni¢enje
HS : R\{0} — R (naravno ovdje smo fiksirali
skup S, inace bismo mogli promatrati i funkciju ob-
zirom na promjenu elemenata skupa i slicno). Prvo

se zelimo rijesiti eksponenta — logaritmiranjem
r

1 1 «
InHS(r) = —In (— fo)
r n

i=1

Uzmimo HS(r) = y. Deriviranjem ovog izraza do-
bivamo

r n r—1
1d 1 (1< 172X
__y:__l —Zx; _|__n7
ydr r2 n 4 r 1

=1 ~ i X

n

Primijetimo kako u prvom ¢lanu s desne strane jed-

nakosti faktor - mozemo staviti kao potenciju u
r

logaritam, te pomnoziti sve s y. U drugom ¢lanu se

r pokrati, a isto tako i —. Tada vrijedi
n

1
dy 1 & D D e
A Inl = r L=l
PR (n ;x,> + S

Kako su svi x; pozitivni, i y = HS(r) ¢e biti poziti-
van, a i oba preostala ¢lana. Stoga je i lijeva stra-
na jednakosti, odnosno prva derivacija od HS(r),
pozitivna. |z toga slijedi da je sredina r-tog reda
rastu¢a obzirom na varijablu r.

Dokaz teorema 2. Promotrimo prvo nejednakost
GS < HS(r), odnosno

(1) (35
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InGS= liII(l)

Obje su strane pozitivne pa mozemo primijeniti lo-
garitamsku funkciju. Nejednakost se ne mijenja
jer je logaritamska funkcija rastu¢a. Zatim, pom-
nozimo li sve s r, nejednakost opet ostaje ista jer
pretpostavljamo da je r pozitivan. Dobivamo

n 1 n 1
Z;lnx{ <In (Z Ex{). (1)

i=1 i=1

Prisjetimo se Jensenove nejednakosti:

f (me) < Z (pf (x1)),

gdje je f konveksnai vrijedi Y 7 p; = 1ip; > 0.
Logaritamska funkcija je konkavna pa za nju vrijedi
obratna nejednakost. Uz to, zadovoljen je i uvjet

1
da su koeficijenti — uz x; pozitivni i da je njihova su-
n

1

ma Y ., — = 1. Dakle, nejednakost (1) je istinita.
n

Dokaz se provodi analogno i za —r.

Geometrijska sredina. Pokazimo kako je uistinu

GS = lim <1
r—0

Primijetimo, kako je logaritamska funkcija neprekid-
na i definirana za pozitivhe brojeve, te kako isto to
vrijedi i za funkciju pod limesom u gornjem izrazu,
mozemo uzeti

1
e yb o m(asn)

. P n
lnGS—}Er(l)ln (Z Zx) =lim ——~%,

i=1

0
Kada r ide u nulu dobivamo neodredeni izraz 0 pa
mozemo primijeniti L'Hospitalovo pravilo (derivirati
brojnik i nazivnik po r) i dobiti

1 n r 1 n
In (E > xi) . oy (X Inx;)

=lim

r r—0 1 n
~2 X
i=1"
n

1 n 1 n n %
:EZIHJC,‘ZZIHHXI‘ZIH (Hxl) .
i=1 i=1 i=1

1

Dobili smo InGS = In ([, x)", pa primje-
nom eksponencijalne funkcije dobivamo GS =

(T, )

ZakljuCak

Postoji jo§ mnogo razli¢itih sredina koje se mogu
koristiti u raznim situacijama. Ipak u svima nam
je bila poznata neka pravilnost. U prvom slucaju
znali smo kako cijena bicikla raste dodavanjem ne-
kog broja pa smo koristili aritmeti¢ku sredinu. U
drugom slucaju trazili smo prosjecni prirast cijene
pri Cemu smo koristili mnozenje pa smo znali kako
moramo Koristiti geometrijsku sredinu. U tre¢em
slucaju znali smo kako se radi o prosje¢noj brzi-
ni pa smo Koristili harmonijsku sredinu. Dakle, u
konkretnom slucaju ve¢ imamo naucen, uroden os-
jecaj koju sredinu uzeti. Ako konkretnog slucaja iz
proslosti nema, ne znamo $to bismo. Primjerice,
nastavi niz. 1,2,.... Ako gledamo u kontekstu
zbrajanja (aritmeticki niz) mogli bismo nastaviti niz
kao 1,2,3,4,5,...; u kontekstu mnozenja mogli
bismo nastaviti nizkao 1,2,4, 8, 16, .. . i slicno.

No, kod ocjene takvog pravila nema. Ocjenu da-
je nastavnik na temelju svoje procjene i on moze
dati ocjenu koju god hoce, bez nekog pravila. Sto-
ga, koju od ovih sredina mozemo koristiti? Bilo
koju. No, nakon malo promisljanja o prethodno
reCenom, mozemo slobodno re¢i: buduc¢i da je
svaka pojedinacna ocjena donesena subjektivnom
procjenom, i zaklju¢na bi ocjena trebala biti done-
sena kao rezultat subjektivne refleksije. UCitel] je
taj koji prati u¢enika kroz godinu, i ako ve¢ ima
pravo donositi svaku ocjenu na subjektivnoj razi-
ni, trebao bi imati pravo i donijeti zavrSnu ocjenu
na subjektivnoj razini. Tako odrzavamo neku vrstu
konzistentnosti gdje ona nedostaje sama po sebi.
Zasto se onda najceSc¢e koristi aritmeticka sredi-
na? Odgovor lezi u tradiciji i povijesti; aritmeticka
sredina je, od svih navedenih, najlak$a i najintuitiv-
nija za izracunati (danas na raspolaganju imamo
dzepna racunala, ali u proslosti je bio znatno veci
napor izracunati ne samo korijene, kvadrate nego i
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recipro¢ne vrijednosti; kod aritmeti¢ke sredine ima-
Mo samo operacije zbrajanja i dijeljenja prirodnim
brojem).

Ipak, pokazali smo kako moZzemo odabrati bilo koju
sredinu po principu nedovoljnog razloga. Ako bis-
mo krenuli razmisljati na viSem nivou, mogli bismo
se zapitati, temeljem principa nedovoljnog razloga,
medu svim ostalim principima koji postoje, imamo
lirazloga preferirati upravo princip nedovoljnog raz-
loga? To je, kao i princip dovoljnog razloga, aksi-
om. Mi po njemu moramo postupati, ali samo uko-
liko ga odaberemo za aksiom. Mozemo isto tako,
po samom principu nedovoljnog razloga odabrati
bilo koji drugi princip, Sto je donekle i paradoksal-
no. Ako bih uceniku koji ima sve odlicne ocjene
zakljucio jedinicu, po principu dovoljinog razloga
mogli bismo re¢i kako smo imali dovoljan razlog

da mu zaklju€imo jedinicu. Taj razlog moze biti sa-
kriven, vanjstina ne odaje uvijek unutrasnjost, npr.
neki osobni hir, ludost, bolest... Buduénost ¢e po-
kazati (prepoznat Cete ih po njihovim rezultatima) je
li ovo ocjenjivanje bilo primjereno ili ne.
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zajedniCki prosti faktor.

nagrada iznosi milijun dolara.

Fermatovim pouckom koji glasi:

Na internetskim stranicama uglednog matemati¢kog dru-
Stva American Mathematical Society (AMS) objavijen je
tekst pod naslovom Beal Prize (http://www.ams.org/
profession/prizes-awards/ams-supported/beal
-prize) u kojem je rijeC o nov€anoj nagradi od milijun do-
lara ponudenoj za rjeSenje Bealove pretpostavke, proble-
ma iz teorije brojeva. Rije¢ je o sljedeéoj pretpostavci:

Ako je A* + BY = C%, gdje su A, B, C, x, y iz pozitivni cijeli
brojevi te x, y i z brojeviveéi od 2, tada A, B i C nuzno imaju

Bealova pretpostavka

ha

Ne postoje cijeli brojevi a, b i ¢ takvi da je a" + b" = ¢", za svaki cijeli broj n > 2.

Tvrdnju je 1637. postavio Pierre de Fermat, a uspjesno je rijeSena nakon vise od 350 godina.

Teksaski milijarder, Andrew Beal, prema Forbesovoj listi 43. najbogatiji Covjek u SAD-u, “tezak” osam milijardi
dolara, poznat je kao zaljubljenik u matematiku. Bealeova pretpostavka (poznata jos i kao Tijdeman-Zagierova)
pojavila se 1997. u prosinatkom broju ¢asopisa Notices of the American Mathematical Society uz raspisanu na-
gradu od 5000 dolara za rieSenje. Deset godina kasnije iznos nagrade povisen je na 100 tisu¢a dolara, a 2013.

Beal je do svoje pretpostavke doSao baveci se jednim od najpoznatijih problema u povijesti matematike, velikim
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Uzmimo samo Park Maksimir u kojem je Paviljon
Jeka, zgrada poznata jo$ i kao Latern-tempel. Po-
dignut je oko 1840. godine prema nacrtu Franza
Schichta. Zidovi su drveni i na njima je deset veli-
kih prozora te dvoja otvorena prolaza — vrata. Pavi-
ljon jeka podignut je u ¢ast bozici Eho, a sam naziv
ukazuje odakle mu ime. Jer zvukovi unutar pavi-
ljona odbijaju se i pojacavaju. Paviljon ima oblik
dvanaesterostrane prizme.

U ovoj pri¢i zanimljivi su i neki drugi poliedri koje ¢e
u gradu zasigurno zamijetiti svaki prolaznik. Prim-
jerice, popularne gradske ure imaju oblik poliedra
nastalog odsijecanjem vrhova kocke. Rjede ¢emo
vidjeti uru koja je poliedar dobiven odsijecanjem
vrhova pravilne trostrane i jednakobridne prizme.
Imamo je uz stari Savski most (danas pjeSacki) na
lijevoj obali rijeke. Oba ova poliedra su polupravil-
na — geometrijska tijela omedena dvjema vrstama
pravilnih mnogokuta.

| tu pomisljamo na jednu od najljepsih formula u
matematici koja se odnosi na konveksne polied-
re, a Cije se otkrice pripisuje velikom matematicaru

—ulerova formula
za poliedre

9.9

Stavimo naSe matemati¢ke naocale
i proskitajmo jo$ jednom Zagrebom.
Mnostvo je tu raznih zgrada i gradevina
medu kojima ih najviSe ima oblik kvadra.
Cini se niéta posebno. No ipak nije bag
tako. Ima tu lijepih i zanimljivin primjera.

Leonhardu Euleru. Formula glasi:
v—b+s=2.

S v je oznacen broj vrhova, s b broj bridova, a sa s
broj strana poliedra.

Primjerice, Paviljon jeka je pravilna dvanaesteros-
trana prizma, poliedar za koji je v = 24, b = 36,
s=1ldtejev—b+s=24—-36+ 14 =2.

Opcenito, za n-terostranu prizmu je v = 2n, b =
3n,s =n+2tejev—b+s =2n—3n+n+2 = 2.
Lako se uvjeriti kako Eulerovu formulu ispunjavaju i
n-terostrane piramide jerjev =n+1,b =2n, s =
n+1lpaondaiv—b+s=n+1-2n+n+1=2.

Eulerovu formulu mozemo provijeriti i na primjerima
dvaju zagrebackih gradskih ura. Ucinite to! Zanim-
livo je i ovakvo razmatranje: odsijecanjem jednog
vrha kocke povecava se broj strana za 1, broj bri-
dova za 3 i broj vrhova za 2 pa tako sjeckanjem ne
mijenjamo broj v — b + s.
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Ako vam nisu dostatni navedeni primjeri, potrazite
poneki i sami, a u naSoj skitnji Zagrebom naisli
smo na jo$§ dva zanimljiva primjera. Prvi je poli-
edar smjesten u parku Ribnjak. Isklesao ga je Vojin
Baki¢, a spomenik je pjesniku Ivanu Goranu Ko-
vacicu. U parku je od 1963. godine. Crveni poliedri
razbacani po travi u Sumarku uz Bundek samo do-
punjavaju nasu pricu.

Ovakva razmatranja svakako su provediva u nasta-
vi geometrije prostora. U€enicima ¢e biti zanimljiva
jerizlaze iz okvira apstraktnosti i vezu se uz primjere
iz njihove okoline.

I na kraju jedna mala primjedba: netko ¢e sigurno
predbaciti malim nepreciznostima koje se proviace
u ovom tekstu. Primjerice, trebalo bi preciznije opi-
sati odsijecanje vrha kocke. Valja biti svjestan, da
premda je precizno izrazavanje jedan od temeljnih
zahtjeva matematike, ponekad na nizim razinama
ucenja na njemu ne treba inzistirati. Slobodnijim
izrazavanjem razumijevanje nije ugrozeno.

I drugo: poneki ¢e matematicar predbaciti kako ne-
ma smisla provjeravati jednu u teoriji ve¢ dokazanu
matematicku Cinjenicu.

B.D.




iz svijeta

Integermania

Steven J. Wilson, profesor matematike na Johnson County Com-

munity Collegeu u Kansasu (SAD) pokrenuo je na internetu
(www.milefoot.com) zanimljivu drustvenu igricu nazvanu Integer-
mania. Mogu sudjelovati svi koji to Zele uz uvjete koji su tamo navedeni,

a zadatak se sastoji u sljede¢em:

Cetiri dane znamenke treba povezati osnovnim racunskim operacijama
kako bi se redom dobivali prirodni brojevi od 1 nadalje. Te su Cetiri

znamenke Cetiri Cetvorke ili Cetiri devetke, Cetiri prva prirodna broja, Cetiri ,

prva prosta broja itd.

Posebice je zanimljiv odabir znamenaka 1, 7, 2,
9 koje su vezane uz poznatu anegdotu o indijs-
kom matematiCaru Srinivasau Ramanujanu (1887.—
1920.). Ovaj samouki genij bio je neuspjesan u
redovitom Skolskom obrazovanju, a bavio se s la-
kocom najtezim problemima teorije brojeva. Do-
pisivao se s nekolicinom uglednih matematicara,
izmedu ostalih s G. H. Hardyjem koiji je uocio nje-
govu veliku nadarenost. Za boravka u Londonu

26
35—-7-—-2
Dave Jones, 2/ 06
Coventry, England

24 25
3x5+24+7 (7+3)x2+5
Jeff Lewis, 12/ 01 Pete Hardie, 6/ 02

Harrisonville, MO Saskatoon, SK

34 35 36
7x5-342 T7x5x(3-2) 7x5+3-2
Chris Imm, 1/ 02 Pat Riley, 1/02 Matt Coleman, 1/02
Prairie Village, KS Hopkinsville, KY Olathe, KS

45
3x2x7.5

Dave Jones, 2/ 06

44
2x(3x5+7)

Steve Wilson, 3/ 03 Steve Wilson, 2/ 03

Raytown, MO Coventry, England Raytown, MO
38 39
37 9 79 — 1
294741 5 7x1 5
Steve Wilson, 1/13 Ralph Jeffords, 3/ 13 Steve Wilson, 2/ 13
Raytown, MO .
Centreville, VA Raytown, MO
CYAR 48 49
7219 I1x(9-2)-17x((9-2)x1
Justin Lanier, 4/ 13 Justin Lanier, 4/ 13 Justin Lanier, 4/ 13
Brooklyn, NY Brooklyn, NY Brooklyn, NY
218

a6
7x(5+2)—3

Ramanujan se razbolio te su ga smijestili u bolnicu.
Tu ga je posjetio Hardy i odmah s vrata primijetio
kako je doSao taxijem broj 1729 i kako taj broj ni po
¢emu nije poseban.

— Varate se prijatelju — odmah je reagirao Rama-
nujan — 1729 je najmaniji prirodni broj koji se moze
na dva nacina predociti kao zbroj kubova dvaju pri-
rodnih brojeva

1729 = 17 + 123 = 93 + 10°.

Nesretni je Ramanujan, nazalost, umro vrlo miad.
Cini se kako nije podnosio englesku klimu i hranu,
a vjerojatno je na njegovo zdravlje utjecala i usam-
lienost. Pred sam kraj Zivota vratio se u Indiju, ali
bilo je prekasno.

No vratimo se Intergermaniji. Jedan od postavljenih
zadataka vezan je upravo uz broj 1729. Znamen-
kama toga broja treba prikazati prirodne brojeve od
1 nadalje, povezujuéi ih osnovnim racunskim ope-
racijama. Na priloZzenom izvatku pogledajte kako
je to ucinjeno za neke brojeve.

Mozda vam se nakon uvida u ovu tablicu zadatak
ucini jednostavnim. No, ako pogledate tablicu na
internetu, uocit ¢ete velik broj praznih polja koja
pripadaju relativno malim brojevima. Pokusajte ih
popuniti. PoSaljite svoj uradak i postat ¢ete ovjereni
“integermanijak”.
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