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Studenti matematickinh i ra¢unarskih znanosti na ko-
legijima Kombinatorika i Diskretna matematika (a
takoder i studenti prirodnih i tehnickih znanosti) su-
sre¢u se s Bellovim, Bernoullijevim, Catalanovim,
Eulerovim, Fibonaccijevim, Lucasovim i Stirlingo-
vim brojevima?® (vidi [4] i [5]).

O Padovanovim brojevima vidi [2], a u ovom ¢lanku
pisat ¢emo o Pellovim brojevima.
Definicija. Brojevi definirani s
Py =1,
Py =2, (D
P,=2-P,_1+P,», n>3

nazivaju se Pellovi brojevi.

Lako dobivamo:

Bl 4 5 6 7 8

5 12 29 70 169 408

Niz brojeva P, zove se Pellov niz, a P, n-ti Pellov
broj. Vrijedi sljede¢i teorem.

!John Pell (1611.-1685.), engleski matemati¢ar.

Teorem. n-ti Pellov broj je jednak

1 n n
Pnzz—ﬁ[(wﬁ) —(1—\6)] )

Dokaz 1. 1z P, = 2-P,_1 + P,_» (pomicanjem
indeksa) dobivamo
Pn+2:2'Pn+1+Pn
g,
Pn+2_2'Pn+l_Pn:0~ (3)
Stavimo li Py = x* u rekurziju (3) dobivamo karak-
teristiénu jednadzbu x> —2x— 1 = 0, &iji su korijeni
x1 =142, x = 1 — /2. Zato je opce riesenje
dano s
P, =Ci(1+V2)"+C(1-V2)". (4
Koriste¢i se s (4) i pocetnim uvjetima, imamo:
n=1:
1=P =C(1+V2)' +C(1 —V2)!
n=2:
2="P,=Ci(1+V2)?+C(1 —V2)?

2 Eric Temple Bell (1883.-1960.), ameritki matematiar, Jacob Bernoulli (1654.-1705.), évicarski matematicar, Eugene Charles Catalan
(1814.-1894.), francuski matematicar, Leonhard Euler (1707.-1783.), Svicarski matematicar, Leonardo Pisano Fibonacci (1170.-1250.) tali-
janski matematicar, James Stirling (1692.—1770.), Skotski matematicar i Richard Padovan (1935.—), talijanski matematicar.
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Jedinstveno rjesenje ovog sustava jednadzbi je

1 1
Ci=—+, C=———,
T2 T a2
paje
1
Pn: 1+\/§n_ 1—\/5".
N AR LA L B

Dokaz 2. Karakteristi¢na jednadzba rekurzije (3) je
x> —2x — 1 = 0. Neka su korijeni te jednadzbe

a=1++v2iB =1-+/2 tada je (Vitteove
formule)
o+ p =2,
o-B=-1,
a—B=2v2.
Dokazat ¢emo da je
P= e (a B
n—2\/§
1
= —= [+ vy - (1 -2y
25 [+ = (1=V2)

zP, =2 -P,_1 + P, slijedi
1
P”: 2. an—l_ n—1 + an—Z_ n—2 —
N N )

2\/§'Pn — 2(06”71 _ anl) + an72 _ Bn72

= (zbog 2 = a + B)

= (o B =) o

_ OCn—OC~ﬁn_l + an—l.ﬁ_ﬁn + an—Z_Bn—Z
an_ﬁn + aB(an—Z o ﬁn—Z) 4 an—2_ﬁ71—2

=o"—p"+ ("> = B ) (af + 1)
=(zbog a-B=—1, tj. a-B+1=0)
=o' - p"

i konaCno

P @855 [0y,

n
22v/2-P, = (14v2)" — (1—V2)" slijed (primje—

nom binomne formule (x+y)" = x"+ ( rlz )x”’ly—k

3 Pascal Blaise, veliki francuski matemati¢ar.

23 = ()03 - () v

k=0 k=0
2.} (Z)(ﬁ)k. (5)
k—neparan

Iz (5) vidimo da postoji veza izmedu Pellovih bro-
jeva i binomnih koeficijenata. Npr. iz (5) dobivamo:

2V2-Ps=2- i (z)(\@)k

k—neparan

(5 (2)o]

S HORAGEEH

=2V2(5+2-10+4-1)=2v2-29
— Ps=29

V2P =2-

7

> (1)

k—neparan

=2[(7)ve+ (3o

#(5) 02+ ()02

-2l () 2(Q) 2 () ()

=2V2(7+2-354+4-21+8-1)=2V2-169
< P; =169.

Primijetite da izraze u srednjim zagradama mozemo

pisati U obliku {20(1;') n 21,(2) N 22(2)]
()2 () =) -2 ()]

Mozemo rec¢i da smo binomne koeficijente (Z) S

neparnim k “opskrbili” s koeficijentima 2°, 2!, 22,
3.

Promotrimo Pascalov® trokut:

broj 68 / godina 14. / veljata 2013.



n\ (n\ (n\ (n\ (n\ (n\ (n\ (n
() (1) GG @ G)E)G) -
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4
S 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1

Tablica 1.

Pomnozimo li sada svaki stupac u Pascalovu tro-
kutus 22, 2!, 22, 23 ... dobivamo:

n n n n n
" (o) (1) (2) (3) (4)
0 120
W 12! 120
B 122 22! 120
3 12 322 320 120
4 12* 423 622 420 120
5 125 52 102° 1022 52!
6 120 625 152% 202° 1522
7 127 720 2125 352% 3523

Tablica 2.

() ()

S
~/
o S
~—

24 8 1
32 80 80 40 10
64 192 320 160 60
128 448 1120 560 280
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Tablica 3.

|z tablice 2 dobivamo Pellove brojeve, npr.

Py=4+1=5,
Py =8+4=12
Ps=16+12+1 =29,
Ps=32+32+6=10,
P;=64+80+24+1=169, ...

e

_ 2.
Py=2"-(,

):4-1+1~1:5,

e (5) 2 ()2 () +2()
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