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Naucavanje matematike

/il instant pouke

Sime Suljié, Pazin

Najbolji nacin uc¢enja je raditi, pitati i raditi.
Najbolji nacin poucavanja je poticati u¢enike da
pitaju i rade.

Ne propovijedajte Cinjenice, poticite na
djelovanje.
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Predavanje koje sam pod ovim naslovom odrzao
na stru¢no-metodickom skupu u Osijeku izazvalo
je buran aplauz nazo¢nih slusatelja, a interpreta-
cija prigodnih sli¢ica u prezentaciji i pokoji smijeh.
Problemi o kojima sam govorio u stvari vrlo su 0z-
biljni problemi s kojima se susreée svaki uditel] i
nastavnik matematike. U ovom ¢lanku ¢u predsta-
viti te probleme i pokusati naznaciti moguce izlaze
iz njin. Ukoliko Zelite pogledati samu prezentaciju
naci ¢ete je na stranicama www.normala.hr.

Da se sve viSe susre¢emo s mijesanjem javnos-
ti, struéne i nestru¢ne, u probleme koji su veza-
ni za nastavu matematike viSe-manje svi osjetimo
bez obzira radimo li u osnovnoj ili srednjoj Skoli. U
mnogim uvodnicima ovog ¢asopisa pisalo se o tom
problemu, a Clanak Zasto je matematika bauk? u
proslom broju reakcija je na neke grube napade na
nastavnike matematike objavljene u dnevnom tisku
krajem prosle nastavne godine. Ako nastavnik ma-
tematike stane razmisljati o svim tim napadima ali
i naoko dobronamjernim savjetima, lako se moze
naci u poziciji koju najbolje opisuje poznata pri¢a o
Mlinaru, sinu i magarcu.

(Paul Halmos)

Mlinar, sin i magarac

Jednog dana podo$e mlinar i njegov sin prodati
magarca u obliznji grad na sajam. Usput ih vidjeSe
neke djevojke koje su hihotale i dobacivale im: “Vidli
smijesnih li ljudi, idu za magarcem umjesto da ga
uzjasu”. Mlinar nato zapovijedi sinu da uzjase ma-
garca. Sin poslusa i oni nastave put. Pri prolasku
kroz drugo selo ljudi stadoSe glasno negodovati:
“Gledaj kakva je to mladez danas, on bezbrizno
jase dok umorni otac hoda za magarcem”. Mlinar
nato reCe: “Dobro vele ljudi, mlad si, tvoje su noge
snazne, hajde da se zamijenimo”. | tako sin sjase,
a otac uzjaSe. Nakon nekog vremena ugledase ih
neke Zene s djecom i izravno rekose: “Kako te ni-
je stid da ovako mlado dijete sili§ da gotovo mora
tr€ati za magarcem”. Mlinar se osvrne i vidje da mu
sin zaista umoran zaostaje, pa pozove i njega da
sjedne na magarceva leda. Tako su stigli do grada.
U predgradu im jedan Covjek reCe: “pretezak ste vi
teret za tako malu Zivotinju. Koliko ste jaki, vi biste
njega trebali nositi”. Mlinar malo razmisli, pogleda
umornog magarca pa mu se ucini da takav nije naj-
bolji za prodaju. Sjasu, svaliSe ga, vezase noge i
uz pomo¢ poveceg kolca stadu nositi na ramenima
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izmedu sebe s nogama u zraku. Tek sada su izaz-
vali salve smijeha kod mnostva gradana. Zivotinja
se preplasi tog urnebesa i galame, pokusa se os-
loboditi sto mu nekako i uspije na jednom mostu,
pa pobjegne uz rijeku na slobodu.

Posramljeni mlinar re¢e sinu: “Pravo nam i budi
kad smo radili samo ono §to su nam drugi govorili.
Ne samo da nam to nije pri¢injalo nikakvo zadovo-
listvo, nego smo i magarca izgubili”.

Kad im nitko nije objasnio

Ako nakon ove pri¢e malo razmislite, sjetite se tko
je sve na va$oj lokalnoj razini u zadnje vrijeme proz-
borio o matematici kao problemu, brzo pronasao
uzrok problema i spasonosnu formulu za izlazak
iz problema, onda bi tu mogla biti Siroka plejada
‘stru¢njaka’. Od ucenika i roditelja, preko razred-
nika, Skolskog pedagoga i ravnatelja, do susjeda
inZenjera, instruktora svih profila, nastavnika drugih
predmeta, pa i samih kolega ucitelja i nastavnika
matematike ili studenata matematike i sveucilisnih
nastavnika matematike! Gotovo svi koji su se sreli
s uCenikom koji im se obratio za pomo¢, krenu-
li su od pretpostavke da tom uceniku rieSavanje
odredenog zadatka nitko dosad nije, ili nije dobro
objasnio. Zar je tomu ba$ tako?

PocCetkom ove nastavne godine u€enicima prvog
razreda smjera prodavac, postavio sam ovakav za-
datak:

Vijak stoji 0.55kn, a tipla 0.35 kn. Matko Zeli kupiti
jednak broj vijaka i tipli za 20 kn. Koliko najvise pa-
rova moze kupiti za 20kn i koliko mu je potrebno
vratiti novca?

Da ih ne bi opterecivali pojmovi tipla i vijak, uz za-
datak su imali ilustraciju s istaknutim cijenama. Na
raspolaganju su imali kalkulatore i radili su u gru-
pama po troje. Rije¢ je o ucenicima koji su svi
odreda dosli iz osnovne $kole s niskim ocjenama
ali i zadatak je takav da ga uz dovoljno vremena i
medusobnu raspravu mogu rijesiti. Medutim, nije
to iSlo nimalo glatko. Pocevsi od toga da uopce ni-
su procitali zadatak, a kad jesu onda su to napravili
bez razumijevanja i nesposobni prepricati zadatak.
Do toga da su oCekivali da ima kazem treba li po-
mnoZiti ili podijeliti. Naravno da sam odolio tom
‘sirenskom zovu' i ustrajao samo na tome da rijese

bilo kako ali da znaju obrazloZiti da ni kupac ni pro-
davacg nisu osteceni. | to je potrajalo osim u jednoj
grupi u kojoj su dvije ucenice to brzo rijesile. Ovaj
primjer ne navodim zbog nekog metodic¢kog pris-
tupa, a jos manje zbog zgrazanja nad neznanjem,
nego iz potrebe da si postavimo jedno drugo pri-
rodno pitanje. Ovi u€enici dosli su iz dvadesetak
razli¢itih razreda, a samim time imali su otprilike
toliko razli¢itih ucitelja u osmom razredu. Bududi
da je rije¢ o decimalnim brojevima rekli bismo da
zadatak pripada petom razredu ali po svojoj naravi
trazenja omijera dviju veli¢ina, Sto i jest predstavljao
problem, povladi se od drugog do osmog razreda.
Dakle, njih je taj problem poucavalo Cetrdesetak
ili ¢ak i viSe ucitelja. S kojim pravom bih mogao
smatrati da toliki broj kolega nije dobro odradilo
posao? Jos$ veéa bi zabluda bila oCekivati da ¢e
nakon mojeg objasnjenja sada sve te¢i kao pod-
mazano! Problem lezi u neCem drugom, a ne u
objasniti.

Zar je samo matematika problem?

Ali ne komentiraju samo promatraci iz naseg lokal-
nog okruzenja kako treba ‘jahati matematiku’. Tu
su ljudi na pozicijama u obrazovnom sustavu, is-
trazivali s raznih instituta, stru¢njaci raznih profila
koji nastupaju u medijima, internetski gurui, pa i
oni iz matemati¢ke zajednice koji su zaboravili na
Euklidovo upozorenje da nema kraljevskih putova
u geometriji. A to je gotovo aksiom u nauCavanju
matematike, Cijim uvazavanjem moramo razmisliti
Sto mozemo napraviti. Sve drugo §to nam se u da-
nasnjem svijetu nudi kao ¢arobni Stapi¢ za ucenje
matematike, treba vrlo kritiCki prihvacati.

Zanimljivo je da toliki broj stru¢njaka, koji upire pr-
stom u nastavu matematike, uglavnom nista ne go-
vori o problemima obrazovnog sustava u cjelini, a
jo$ manije o drugim obrazovnim podruc¢jima. Puno
Sire problem vidi Pasi Sahlberg, matematicar po pri-
marnom obrazovanju, jedan od poznatijih svjetskih
struénjaka za podrucje razvoja obrazovnih politika
i reformi te obrazovanja za ekonomsku konkurent-
nost. Hrvatskoj javnosti poznat je kao autor knjige
“Finske lekcije: Sto moZe svijet nauditi od obrazov-
ne reforme u Finskoj”. Kao suradnik Svjetske banke
2005. godine dobro je upoznao hrvatski obrazovni
sustav. Gostujuéi u emisiji Paralele Hrvatske te-
levizije 29. 11. 2012. je rekao: “Primarni problem
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hrvatskog obrazovnog sustava je $to vasa djeca
ne svladaju predvideno gradivo i postizu mnogo
manje odli¢nih rezultata iz materinskog jezika, pri-
rodnih predmeta i matematike od drugih nacija”.
Osim PISA testiranja na koje se Sahlberg referira tu
su i rezultati Drzavne mature, koji takoder ukazuiju
da problem ne lezi samo u jednom predmetu.

O instrukcijama

O instrukcijama je ve¢ dovoljno re¢eno na strani-
cama ovog ¢asopisa, a pogotovo u uvodnicima.
Mozda vam je jo$ u sjecaniju istinita zgoda objav-
liena prije otprilike godine dana:

“Prije nekoliko mjeseci sretnem na trznici prijatelja
i kolegu, umirovijenika H., pa mi on prica: Zamo-
lili ga za instrukcije a on, premda nerado, prihva-
tio. Drugi razred, eksponencijalne i logaritamske
jednadzbe. Sjednu H. i njegova ucenica za stol i
on ubrzo shvati da djevojka ne zna niti najosnovni-
je Cinjenice. Uopce ne zna sto je eksponencifalna
funkcija, ne zna $to je logaritam, ne zna pravila lo-
garitmiranja. Nista! Pa on onda polako krene. Naj-
prije ¢e malo ponoviti 0 eksponencijalnoj funkciji,
zatim Ce to povezati s logaritmima, pa ¢e malo o
svojstvima logaritma. Cura ga prekine: To njoj ne
treba, to je za nju gubljenje vremena, ona nije zbog
toga dosla. Ona treba (samo) jednadzbe. Ekspo-
nencijalne i logaritamske jednadzbe. Vadi nekakav
papiric:

— Evo, ovakve ¢e dodi. Samo to mi treba.”

Receno je dovoljno i o raznim “istrazivanjima”. Is-
tina je da nemali broj u€enika postupa pred ispit
ba$ poput djevojke iz ove zgode ali $to bi treba-
lo znaciti da 60% gimnazijalaca uzima instrukci-
je? U jednom je bombasti¢cnom ¢lanku strsilo Cak
i 90%! Potaknut raspravom na portalu Connect
(www.znanost.org) postavio sam nekoliko za-
dataka koji dovode prezentirane brojke pod znak
pitanja.

Napomena. Zadatke mozete prilagoditi svojoj sre-

dini, a rijesiti ih moZete i uz pomoc¢ instrukcija, ako

je to potrebno.

1. Ako 60% gimnazijalaca ide na instrukcije, a u
Pazinu je 600 gimnazijalaca, koliko ih treba ins-
trukcije?

2. Ako svaki instruktor odrzi 10 sati instrukcija tjed-
no, koliko je potrebno instruktora da svaki od
360 ucenika dobije 2 sata instrukcija?

3. (Projektni zadatak.) lIstrazite koliko ima nastav-
nika matematike i koliko bih ih se jo§ moglo za-
posliti/uvesti za instrukcije.

Odgovore na sliedeca pitanja obrazloZite:

4. Ako 60% nasih ucenika uzima instrukcije, kako
to da istovremeno 70% njih zavrsava Skolovanje
s odli¢nim uspjehom?

5. Zasto u naSe vrijeme nitko nije iSao na instrukci-
je?

6. Je li program bio laksi, a nastavnici sposobniji?

7. Zasto se blagonaklono gleda na $kole stranih
jezika ali ne i na instrukcije iz matematike?

8. Ide li se na instrukcije da bi se naucilo matema-
tiku?

9. Kako to da ucenici koji su malo uspjesniji u ma-
tematici, ne nuzno odli¢ni, svi redom izjavljuju
da su matematiku naucili na satu? Cesto iz-
javljuju da je matematika predmet koji ne treba
uditi.

Video predavanja na Mrezi

Snimljena video predavanja, obi¢no vrlo kratke lek-
cije, odnosno postupci rieSavanja zadataka ve¢ su
dulje prisutni u svijetu. Unazad nekoliko godina i u
nas, a u zadnje vrijeme nicu kao gljive poslije kise.
Uz to u posljednjih nekoliko mjeseci mediji su ih
lansirali kao ¢aroban Stapi¢ nakon kojeg viSe nitko
nece imati problema s matematikom. Ti video za-
pisi ne nose nikakvu inovaciju u samom pristupu
obrade nastavnih sadrzaja od onog koji se primje-
njuje u ucionici. Rije¢ je o klasithom predavaniju
sa zapisivanjem na plo¢u ili papir. Jedino Internet
omogucuje laku pretragu, a racunalo moguénost
ponavljanja i zaustavljanja videa. Neki su novinari,
a jos$ viSe komentatori ¢lanaka, Cudotvornost pripi-
sali samom predavacu i tvrde da nitko dosad nije
tako dobro objasSnjavao. Zar? Aktivnih nastavni-
ka matematike ima oko tri i pol tisu¢e. Tako nam
Gaussa, naslo bi se tu dobrih predavaca!

U matematickoj zajednici u svijetu o tom fenome-
nu vodena je burna rasprava, a i radena su eks-
perimentiranja u Skolskoj praksi. Naravno, izjave
su puno suzdrzanije od nasih eufori¢nih ucenika i
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studenata, korisnika tih video uradaka. Nitko ne
osporava da takvo $to moze uceniku posluziti ali
upozoravaju na drukciju prirodu ucenja matema-
tike. Slitno misle i nasi nastavnici. Izdvojio bih
misljenje trojice nastavnika iz rasprava od prije ne-
koliko mjeseci:

e “Korisnici videa redom rabe izraze dobro preno-
siznanje i pomoglo mi je poloZiti ispit. Najvaznija
uloga ucitelja danas viSe nije da prenosi znanje,
vet je potrebno da vodi kroz proces ucenja, a
ovdje je oc¢ito najvaznije pokupiti znanje da bi se
polozilo, dobilo ocjenu. Makar se stalno istice
otkrivanje zabavne strane matematike, nikakve
zabavnosti i ljepote ne nalazim u tim postupci-
ma, jer uglavnom je rije¢ o Sturim postupcima.”
(nastavnik, Hrvatska)

e “Bit je uCenika dovesti u stanje da razmislja i
uci misliti. Nekako nam je sve pocelo biti zgo-
tovljeno, studenti samo gledaju da uce testove
zadnijih rokova i pitaju se sto je bilo, hoce li se
ponoviti po istom Sablonu. A vecina profesora
je podlegla tome pa im daju da tako bude. Za-
nemaruje se smisao predmeta.” (asistent, BiH)

e “Mislim da naruSava ideju matematike i kao
predmeta i kao znanosti. Jedno je poucavati
matematiku, a drugo nuditi precice do pozitiv-
ne ocjene. To su dva bitno razlicita pristupa i
shvacanja.” (ucitelj, Hrvatska)

Uvod u matematicko misljenje

Jedno je izgleda sigurno, sve vise ¢emo uciti online.
Zanimljiva koincidencija. Dok je proteklih mjeseci u
nas ucenje matematike preko video zapisa posta-
lo hit, poznati britansko-ameri¢ki matematicar Ke-
ith Devlin, profesor na Stanfordu i direktor H-STAR
instituta, popularizator matematike, autor mnogih
knjiga, stalnih kolumni i radijskih emisija, kreirao je
i vodio online te€aj Uvod u matematicko misijenje
u okviru poznatih Stanfordovih te¢aja. Taj je te€a]
uspjesno pohadalo ¢ak 16 tisu¢a studenata iz svih
krajeva. Za vrijeme trajanja tecaja, a i sada nak-
nadno, Devlin je pisao blog osvréuéi se na mnoge
aspekte istinskog u¢enja matematike. Tako 21. 9.
2012. pise:

“Zaneke su predmete (video) predavanja glavni dio
te€aja. Ali za poimanje matematike, a moj tecaj je
upravo to, predavanie je jedna od najmanije vaznih

znacajki. Ucenje matematike je poput ucenja pli-
vanja, voznje bicikle, skijanja, igranja golfa ili svira-
nja instrumenta. Vjerojatno ¢ete dobiti neku ideju
dok vam netko objasnjava ali ne mozete svladati te
vjestine na taj nacin. Klju¢no je uciti i raditi. Doista,
postoji samo jedan nacin ucenja kako raditi nesto,
ato je radecito nesto. lli sasvim otvoreno, jedini put
do majstorstva je ponavljanje greSaka. PokuSavati
dok ne uspijete! Pomoc¢i vam moze netko tko je ve¢
svladao majstorstvo da pogleda vase pokuSaje i da
vam konstruktivne povratne informacije.”

Polemiziraju¢i s onima koji se zalazu da okosni-
ca online ucenja budu video klipovi u stilu po-
pularnog Salmana Khana, Devlin piSe: “Siguran
sam da to nije najbolji put jer za vecinu disci-
plina klju¢ stvarnog ucenja je dvosmjerna inte-
rakcija, interakcija ¢ovjek-Covjek, StoviSe u nekim
sluCajevima i viSesmijerna interakcija izmedu vise
osoba, a ne jednosmjerne instrukcije”. (ht-
tp://mooctalk.org)

MozZe li matematika uopce biti laka?

Kada je svojevremeno tvrtka Mattel, koja proizvo-
di globalno popularnu lutkicu Barbie, izbacila mo-
del lutke koji je izgovarao nekoliko reCenica, a
izmedu ostalih i reCenicu “Matematika je tesSka”,
cijela se matematic¢ka zajednica Sjedinjenih Ame-
rickih Drzava digla na noge. Svakako nije dobro
da se djevojcice, koje se pretezito igraju s tom ig-
ratkom, obeshrabruje u u¢enju matematike ali Bar-
bie bas i nije bila u krivu, odnosno nisu u pravu oni
koji su tvrdili da matematika nije teska ve¢ je sa-
mo drukcija. Evolucija nam je podarila mozak koji
moze osim reakcije na osjetilne podrazaje izvana,
razmi$ljati offline o objektima ili predmetima koji im
slice. Offline razmisljanje je promisljanje o svijetu
zamisljenih simbola. Keith Devlin u knjizi Matema-
ticki gen kaze:

“Za matematiku je potrebno offline razmisljanje o
potpuno apstraktnim objektima koji uopce nisu po-
vezani s i¢ime iz stvarnog svijeta. Nas mozak mora
stvoriti obrasce djelovanja koji se razlikuju od pos-
liedica osjetilnih podrazaja. Znamo da su zato spo-
sobni gotovo svi pripadnici ljudske vrste, jer je up-
ravo to preduvijet osjec¢aja za broj i svladavanja raz-
nih apstraktnih znac¢enja u modernom Zivotu, po-
put pojmova braka, vlasnistva ili zaduzenosti. Ipak,
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najceSce nam se offline razmiSljanje Cini teskim.
Sa subjektivnog stajalista, mozak novu apstrakci-
ju prinvac¢a pokusavajuci je uciniti stvarnijom kroz
upoznavanje koje proizlazi iz neposrednog dodira
s apstrakinim pojmovima. A to zahtijeva naporan
rad.”

Erlina Ronda, svjetski poznata filipinska meto-
diarka, na svom blogu (math4teaching.com)
na kojem svaki tjedan daje vrlo korisne metodicke
¢lanke o pojmovima, problemima i raznim aspekti-
ma suvremene nastave istakla je moto: Ovdje ne
pisem kako matematiku uciniti lakom jer ona to nije,
nego kako je Ciniti smislenom sto i jest.

Akceptirajuéi sloZzenost u u¢enju matematike Ron-
da naglasava da su za dobru nastavu vrlo vazne
Cetiri slobode koje ucenik treba imati u ucionici:

e slobodu da moze pogrijesiti,

slobodu postavljanja pitanja,

slobodu razmisljanja svojom glavom,

slobodu u izboru metode rieSavanja.
A §to kazu ucitelji uCitelja

Georgea Palyju ameri¢ki matematicar Philip Davis u
knjizi DoZivljaj matematike naziva uCiteljem ucitelja.
| doista on je razvio takav pristup pou¢avanju mate-
matike koji inspirira i danasnje metodicare. Izdvojio
bih dvije njegove velike misli koje su aktualne bas
za situaciju koju opisujemo. Prvu mozemo smatrati
upuc¢enom ucitelju: Vazno je sto ucitelj kaZe ali je ti-
sucu puta vaznije sto ucenik misli. Drugim rijec¢ima,
jesu li nase rije¢i i postupci usmjereni na to da se
potakne ucenika na razmisljanje? Druga je izravno
upucena uceniku: Ako ne moZes rijesiti problem,
postoji laksi koji moZes rifesiti. Nadi ga! Dakle, nije
potrebno otrcati instruktoru realnom ili virtualnom.

Problem s kojim se danas susre¢emo nije ni toliko
nov. U jednoj raspravi medu ameri¢kim matema-
titarima od prije ¢etrdesetak godina Paul Halmos
govori o tome kakvog ucitelja ucenici ne¢e bas laj-
kati kako bismo to uc¢enic¢kim jezikom danas kazali.
Citiram: “Dobar ucitelj ne moze biti ba$ popularan
(osim mozda kod svojih biv§ih ucenika), jer neki
ucenici ne vole §to ih izaziva, $to ih pita, $to im
dosaduje i $to ih iritira, ali takav ucitelj proizvodi
bisere”.

Pouka price

Bez obzira na zgrazanje okolnog svijeta, kao $to je
u redu da mlinarov sin hoda za magarcem jer je
milad i ima snazne noge, isto tako je sasvim u redu
da rjeSava matematic¢ke zadatke koji nisu lagani.
Neurolozi bi kazali kako je takvo Sto zdravo i pot-
rebno za uCenikov mozak. Uz zahtjevnost i malo
viSe kriterije, potrebna je ljudska toplina i razumije-
vanje za ucenika kao Sto je to mlinar imao za svog
sina. Jedino $to nije potrebno slusati nerazumne
zahtjeve slucajnih promatraca.

Prilog

Deset znakova Erline Ronda koji ukazuju da s
vasom nastavom nesto ne valja
(math4teaching.com)

1. Kada test ukljucuje zadatke poput ovog: U jed-
nadzbi 3x*> — 4x — 1 = 0, odredite vrijednosti a,
bic.

2. Kada Cujete jake argumente treba i ili ne stavi-
ti AB u apsolutne zagrade kad je rije¢ o duljini
duZine.

3. Kada razredom zavlada rutina: uditelj predaje,
ucitelj dijeli radne listove, ucitelj skuplja radne
listove.

4. Kada nastavna jedinica uvijek zapocinje viezba-
njem postupaka kao $to su racunanje s cijelim
brojevima, razlomcima i sli¢no.

5. Kada ucenici rieSavaju problemski zadatak ra-
bedi iskljucivo uditeljevu metodu.

6. Kada nastava zapocinje s definicijom pojma koji
se uci.

7. Kadazadatak poput ovog: Ako je 2x> —8 = 15,
koliko je 2x*> — 5 =? udenik rie$ava traze¢i naj-
prije vrijednost od x i tek onda 2x* — 5.

8. Kada je stil poutavanja isti za u€enje definicije
kosinusa i dokazivanje adicijskih formula.

9. Kada se zadaci problemskog tipa zadaju samo
kao primjena, uvijek na kraju nastavne jedinice
il poglavilja.

10. Kada ucitelj najprije objasni teorem, a onda po-
segne za rac¢unalnim programom dinamicne ge-
ometrije da pokaze da teorem vrijedi.
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