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� � ���
����
� � � �

	�� � 	���� �� �� 	�� 	� ��� 	� ! �� 	����! #� � �	���
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� ���

3� 	� 	� �� � � � � � 	��� ���� 	��� �� ����� �� ��
��

��� �
� ��� ! ������ 	� ��� 	�! � � � ����� �� �! �

� ��� ����� � 
� �� �)� 	� �� � 	��� 	� � ���� � �#��

! ��� �
� �� �� ��& � � 	�� � 	����& ! �������  �� � ! ���

� ����� �� 	������ �����
�  � ������ ��� ��� 	����� 
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� 	�� ���� ! �� 	�! ��	�

���� �� ��  ���� ���� � � ! ��� ����� ! �
� �
� �� �� �
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��� �� ��& ��� ��&�

*
��� �� ������� ���� � ! �	! ���	� ! ����� � �� ���

���� �� ! �����! �� 	�! ������ � 
� �� ��� �����

� ���#� � � ����� ��� �� ������	� 
����)� 	� ��

��	� 	����� � ! ����� ��� �� 	� �������� �� � � ��� �� ��

�� �� 	�� � �! ���� ! ����� � �� �������	�� � � �� 	� ��� /��

! ������ 	���  � 
�� ��� �� � ��� 	� ��������� �� �	��� �

�����	� 	� ��� �� ! ����� � ! ������ ����	�� 
� �

�� ���� ������ �� ! �� 
� �� ��
����	
� ���� �� 	���

! ������ �� � ���� �� � ��� ���	 ��� 	� � ����� ������

�� 	� � � �� �
� � �� � � 	���� �� ���#����

������� �� )� �� �� �� (an) � ����� ��

a1 = 1 a2 = 1 + 2 a3 = 1 + 2 + 3 . . . 

an = 1 + 2 + 3 + . . . + n�

�� 6 ������! #���� ��� �

�� 6 �����5��� ��� �� sn �����n ! ���	�& ��� �
�

��� (an)�

��� ��
$�%&'
!��� ���&��" � �$�#���



� "��� ����� �� sn + sn−1 = 12 + 22 + . . . + n2�

�� 3��� ��� � lim
n→∞

sn

n3
�

����������

�� �����	�#��� 5��� ���� �� �����n ! ���	�& ! ������

�& �����
�  ���� 
� ������� �

an =
n(n + 1)

2
.

�� / ���� ���� ��� 	�sn = a1 + a2 + a3 + . . . + an ���

sn =
n

∑

k=1

k(k + 1)

2
,

sn =
1

2

(

n
∑

k=1

k2 +
n

∑

k=1

k

)

.

=���#��� ��

n
∑

k=1

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
�

n
∑

k=1

k =
n(n + 1)

2
,

	� ��

sn =
1

2
·
n(n + 1)

2
·
(2n + 1

3
+ 1

)

=
1

2
·
n(n + 1)

2
·
2n + 4

3
=

n(n + 1)(n + 2)

6
.

� �����	�� � �� 
�# � ! �� ��	�� 5��� ���� �

12 + 22 + . . . + n2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
.

0������

sn + sn−1 =
n(n + 1)(n + 2)

6
+

(n − 1)n(n + 1)

6

=
n(n + 1)

6
(n + 2 + n − 1),

	� ��� 	

sn+sn−1 =
n(n+1)(2n+1)

6
= 12+22+. . .+n2

.

��

lim
n→∞

sn

n3
= lim

n→∞

[

1

6
·
n(n + 1)(n + 2)

n3

]

=
1

6
· lim

n→∞

(n

n
·
n + 1

n
·
n + 2

n

)

=
1

6
· lim
n→∞

1· lim
n→∞

(

1 +
1

n

)

· lim
n→∞

(

1 +
2

n

)

=���#��� �� lim
n→∞

1

n
= lim

n→∞

2

n
= 0 	� ��

lim
n→∞

sn

n3
=

1

6
.

������� �� )� �� �� ���� �	���� ���� (an)�3��� ��	�

Pn = a1 · a2 · a3 · . . . · an

! �� �#� n Rn = a1 + a2 + a3 + . . . + an �

Sn =
1

a1

+
1

a2

+
1

a3

+ . . . +
1

an

�

���������� 6 �� ��� � ���
����	��� q 	� �� ��

Rn = a1 ·
qn − 1

q − 1
.

)� �� ���� � ��� �
� ���� �	���� ��� ��� 
�������

Pn = a1 · a1q · a1q
2 · . . . · a1q

n−1 = an
1 · q

n(n−1)
2 .

3� 	� �� 	� ��

Sn =
1

a1

+
1

a1q
+

1

a1q2
+ . . . +

1

a1qn−1

=
1

a1

·
(

1 +
1

q
+

1

q2
+ . . . +

1

qn−1

)

=
1

a1

·

1

qn
−1

1

q
−1

=
1

a1

·
1−qn

qn−1−qn
=

1

a1

·
1

qn−1
·
qn−1

q−1

=
1

a2
1

·
1

qn−1
· a1 ·

qn − 1

q − 1
=

1

a2
1 · qn−1

· Rn.

6 �� 
�� ��

Rn

Sn

= a2
1·qn−1 =

[

(a2
1 · qn−1)

n
2

]

2
n =

(

an
1 · q

n(n−1)
2

)
2
n

	� ��� 	

Rn

Sn

= P
2
n ��� P =

(Rn

Sn

)
n
2

.

���
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�

(
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6
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�� "��� ����� ! �� 	������ ��� �� � ��� ! ������&

�����
� k �n (k < n, k > 1) 	� �� �� � � ������


�

(

n

k − 1

)

 

(

n

k

)

�

(

n

k + 1

)

��� � 	�! ���� �
�

� ��	� �	����� ��� �

�� 6 ������ �� � �� 	� �
� 	����� �����
� �

� 6 ��������� 	� �
� �
��� 	����� �����
� �

����������

�� "�
���� �� ���� �� 	��� ���� �����

2
(

n

k

)

=
(

n

k − 1

)

+
(

n

k + 1

)

�� � ��� ��� �� � ��� ����� ��� � � ��! � ! ������&

�����
� n �k�> ��� ����� ! ����������� � �
� ���

2·
n(n − 1) · . . . · (n − k + 2)(n − k + 1)

k!

=
n(n − 1) · . . . · (n − k + 3)(n − k + 2)

(k − 1)!

+
n(n−1)· . . . ·(n−k + 2)(n−k + 1)(n−k)

(k + 1)!
.

� � ��� ��� #�
� �� ������ ��

2 ·
n − k + 1

k
= 1 +

(n − k + 1)(n − k)

k(k + 1)

2n − 2k + 2 − k

k
=

n2 − 2nk + k2 + n − k

k(k + 1)

(2n − 3k + 2)(k + 1) = n2 − 2nk + k2 + n − k,

���� ��� ����
� ��

4k2 − 4nk + (n2 − n + 2) = 0.

"������ �� 	� �
� �
� ��� 	� ���� ����� ! � k ��

D = 16n2 − 16(n2 − n − 2) = 16(n + 2).

6 �� ����� � ! ������ ����m 	� �� �� �� n + 2 = m2

���n = m2 − 2 m ≥ 2�0������

k =
4n ± 4

√
n + 2

8
=

m2 − 2 ± m

2
.

6 �� 
�� �� ���� k < n < m2

k =
m2 − m

2
− 1 =

m(m − 1)

2
− 1.

=���m(m − 1) �� ! � �� �� � 
� ��! ������ ����m�

)� 	� �� ���� k ! ������ �� � 
� ��m ≥ 2� / �� � ��

	
���� �� �� 	�� ���� �� � �

�� � � �� � ��! ������ ����n �� ������ n + 2 �
� ��� 	

! ������� ����� �� n = 7�/� �� �� 	� ��� �� n = 2 

m = 4 ������� � k =
m(m − 1)

2
− 1 = 1 �� 	� ��

! ��	�
��
��	� k > 1�

)� n = 7 ������ �� k = 2�� � �� � �� 	�� ���� 	�����

��

(

7

1

)

 

(

7

2

)

 

(

7

3

)

�

� )� n � ����� � ���	����� ����! ������ ������ ����

�� n+2 �
� ��� 	! ������� ����� �/ � �
��� � ! ��� ���

�����
�n = 23 �n = 47�

)� n = 23 �� � � � m2=25 k =
25−5

2
−1 = 9�

)� n = 47 ������� � k =
49 − 7

2
− 1 = 20�

/� �� ���� � � 	�����

(

23

8

)

 

(

23

9

)

 

(

23

10

)

�

(

47

19

)

 

(

47

20

)

 

(

47

21

)

	� ����� ! � 	����� � 	�! �

��� � � ��	� �	����� ��� �

������� �� ����
�a0, a1, a2, . . . �b0, b1,

b2, . . . ��?��� ��� �
� ���

a0 =

√
2

2
, an+1 =

√
2

2

√

1 −
√

1 − a2
n,

b0 = 1, bn+1 =

√

1 + b2
n − 1

bn

; n ∈ N0.

"��� ����� �� � 
� ��! ������ ����n 
������

2n+2an < π < 2n+2bn.

��� ��
$�%&'
!��� ���&��" � �$�#���



����������

a0 =

√
2

2
= sin

π

4
,

a1 =

√
2

2

√

1 −
√

1 − sin2
π

4
=

√
2

2

√

1 − cos
π

4

=

√
2

2
·
√

2 sin
π

8
= sin

π

8
.

)� n = 0 �n = 1 
������an = sin
π

2n+2
�"��� ���� �

�� 	� 
�������! #��	��

"�
���� �� ���� �� 	��� 
������

an = sin
π

2n+2
=⇒ an+1 = sin

π

2n+3
.

)� ��	�  

an+1 =

√
2

2

√

1 −
√

1 − sin2
π

2n+2

=

√
2

2

√

1− cos
π

2n+2
=

√
2

2
·
√

2· sin
π

2·2n+2
,

	� ��� 	an+1 = sin
π

2n+3
�/ �� � �� 	
���� ���� �� � �

3� 	� �� 	� ��

b1 =

√

1 + tg2
π

4
− 1

tg
π

4

=
√

2 − 1 = tg
π

8
.

)� n = 0 �n = 1 
������bn = tg
π

2n+2
�"��� ���� �

�� �	� 
�������! #��	��

3 �
��� �� ��
���� ���� �� 	�� � ���� �� ! ���� ���

bn = tg
π

2n+2
=⇒ bn+1 = tg

π

2n+3
.

bn+1 =

√

1 + tg2
π

2n+2
− 1

tg
π

2n+2

=

1

cos2
π

2n+2

− 1

tg
π

2n+2

=
1 − cos

π

2n+2

sin
π

2n+2

=
2 sin2 π

2 · 2n+2

2 sin
π

2 · 2n+2
cos

π

2 · 2n+2

,

	� ��� 	bn+1 = tg
π

2n+3
�

)� �� ����
��� �� ��� �������5��� ��� � �

an = sin
π

2n+2
�bn = tg

π

2n+2
�

)� � 
� ��0 < ϕ <
π

2

������sin ϕ < ϕ < tg ϕ�

=���#��� �� 0 <
π

2n+2
<

π

4
�� � 
� ��n ∈ N 	� ��

sin
π

2n+2
<

π

2n+2
< tg

π

2n+2

���� ��

an <
π

2n+2
< bn,

�����

2n+2an < π < 2n+2bn.

������� �� )� ���
� (an) (bn) �(cn) 
������

a1 = 0 b1 = 1 c1 = 2� "� ������� �
����

��?��� ��� �
� ���

an+1 =
1

2
(bn + cn),

bn+1 =
1

2
(an + cn),

cn+1 =
1

2
(an + bn).

"��� ����� � � 	����
���
����	������ ��� ����

&�
� ��� ��� 
�������	��

���������� 3� �� �� �& ! ��� 	� �� �� � � ��

a2 =
1

2
(1 + 2) =

3

2
,

b2 =
1

2
(0 + 2) = 1,

c2 =
1

2
(0 + 1) =

1

2
.

3� 	� �� 	� ���

a3 =
3

4
, b3 = 1, c3 =

5

4
.

/ � ����� 
������

an+1 + bn+1 + cn+1 =

=
1

2
(bn + cn) +

1

2
(an + cn) +

1

2
(an + bn)

= an + bn + cn.

��+



� � ��� � ���� ����

6 �� 
�� �� ���� a1+b1+c1 = 3 an+bn+cn = 3

�� � 
� ��n ∈ N�"� ��� ��

an = 3 − (bn + cn) = 3 − 2an+1

���

2an+1 + an = 3,

��� ��� ��

2an+2 + an+1 = 3.

6 ����� � ��� �� ���& �
��� ���� ��� 	� ������� �

2an+2 − 2an+1 + an+1 − an = 0

���

2an+2 − an+1 − an = 0.

� � �� �	����	��� ��5������ �� ���� ����� ��� ��

2x2 − x − 1 = 0.

@ ���� ��� �
� ���� ���� �� x1 = 1 x2 = −
1

2
�

6 ! #���� ��� (an) ��� ��

an = A · 1n + B ·
(

−
1

2

)n

.

6 �� 
�� �� �� n = 1 �n = 2

A · 1 −
1

2
· B = 0,

A +
1

4
· B =

3

2
.

@ ���� ��� �
�� ��� 	� 
� �� A = 1 B = 2�)� 	� ��

�! #���� ��� (an)

an = 1 − 2 ·
(

−
1

2

)n

= 1 −
(

−
1

2

)n−1

.

A �� ��� 
�������		�� ��� ��

lim
n→∞

an = lim
n→∞

[

1 −
(

−
1

2

)n−1]

= 1.

/ � ����� �� bn = 3 − (an + cn) = 3 − 2bn+1 ���

2bn+1 + bn = 3 �b1 = 1�

6 �� 
�� �� � � 	�� � 	����� �������� �� �� ���� ���

�� �� bn = 1 �� � 
� ��n ∈ N�)� 	� ��

lim
n→∞

bn = 1.

3� 	� �� 	� ��

lim
n→∞

cn = lim
n→∞

[3 − (an + bn)]

= 3 − lim
n→∞

an − lim
n→∞

bn = 3 − 1 − 1,

	� ��� 	 lim
n→∞

cn = 1� 6 
� �� � ���� ������	����

���� ��� 	�an + bn + cn = 3�

������� �� "��� ����� � � � 
���� �
����

an =
1

2
√

3

[

(2 +
√

3)n − (2 −
√

3)n
]

! �����������
��

6 ������
� ! ������ �����
� n �� ���� �� an ������


������ +�

���������� 6 �� ��� � ��x = 2 +
√

3 y = 2 −
√

3 

��� �� x + y = 4 x · y = 1�)� 	� ��

xn+2 − yn+2 = (x + y)(xn+1−yn+1) + xyn+1−yxn+1

= (x + y)(xn+1−yn+1)−xy(xn−yn)

= 4(xn+1−yn+1)−(xn−yn).

6 �� 
�� �� ��������� � �� ��

an+2 = 4 ·
1

2
√

3

[

(2 +
√

3)n+1 − (2 −
√

3)n+1
]

−
1

2
√

3

[

(2 +
√

3)n − (2 −
√

3)n
]

,

	� ��� 	

an+2 = 4an+1 − an. (1)

/ � ����� ��

a1 =
1

2
√

3
· 2

√
3 = 1,

a2 =
1

2
√

3
· (7 + 4

√
3 − 7 + 4

√
4) = 4.

6 �� 
�� �� ���� ��� � 
� ����� ��� ����������3� 	�

�� 	� �� 2 +
√

3 > 1 0 < 2 −
√

3 < 1 ���� ����

��

(2 +
√

3)n
> (2 −

√
3)n

,

	� ��� 	an > 0 �� � 
� ��n ∈ N�

��� �� �� an ∈ N �� � 
� ��n ∈ N�

"� ���� ��� ��� � ����� � � ��#���
� ���

��, ��
$�%&'
!��� ���&��" � �$�#���



3� �� �� �� ���� �� �� �� (an) �� ��������� � �� ��

an = Axn + Byn�=���#��� �� x + y = 4 �xy = 1 

! ��! � �� ��5������ �� ���� ����� ��� ��

x2 − 4x + 1 = 0,

��� ��� ��

an+2 = 4an+1 − an.

3� a1 = 1�a2 = 4 ������� � a3 = 4·4−1 a3 = 15�

)� ��������� � �� �� �� ! ���	�& 	���� ��� �
� ���

����� a3 ������
 ������ 3�"� ��� ��

an+3 = 4an+2 − an+1 = 4(4an+1 − an) − an+1

= 15an+1 − 4an.

6 �� 
�� �� ��������� � �� #� ��� an+3 ��	�������


������ 3 � �� �� � � � � �� �� ��� an ������
 ������ 3�

=���#��� a3 ������
 ������ 3 	� �� ���� �
�a6 a9 

a12 . . . �! #��	� ��� �
�a3k k ∈ N ������
�������

3�

)� ������ �� �B�� an ������
 �� ������ 3 � � � � � �� ��

n ������
 ������ 3�

������� �� )� �� �� �� 	����	� � 
�&�
�� � An 

Bn Cn �! ��! � ��� ��	�
�� � αn βn γn ! ����� � ��

A1B1C1 ���� ����	����	�

0�&�
�	����	� An+1Bn+1Cn+1 ���� ���� 	� � � 	����	�

AnBnCn �! �� � � ��������

6 �����lim
n→∞

αn lim
n→∞

βn �lim
n→∞

γn�
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A
n

�
n

�
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�
n

B
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C
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�����	� AnCn+1OBn+1
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αn +
π

2
+

π

2
+ 2αn+1 = 2π

���

αn+1 =
π

2
−

1

2
αn.

6 �� 
�� ��������� ���� ��� 	��

αn =
π

2
−

1

2
αn−1,

αn−1 =
π

2
−

1

2
αn−2,

αn−2 =
π

2
−

1

2
αn−3,

���

α3 =
π

2
−

1

2
α2,

α2 =
π

2
−

1

2
α1.
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π
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1

2
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1
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1
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+ . . .
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)
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2n−2
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=
1
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2
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π

2
·
2
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+ 0,

	� ��� 	 lim
n→∞
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π
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�
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