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������ ����
� ����

��� (f n) �� �� � ���	������� �� � ���� f n+2 =
f n+1 + f n�n ∈ N�f 1 = a�f 2 = bK ab ∈ N ���� �

+�"
����!1 ��&�# � �� �
���
���� ����� ����� F ����

�� ����� ���� � � �x2−x−1 = 0�� ��� ���� 
� ����

�� ����� 	 �������
1 +

√
5

2
= λ�

1 −
√

5

2
= − 1

λ

� �� ���� � �� �� ��� � �F ����� ����� ���� >

f n = A
(

1 +
√

5

2

)n

+ B
(

1 −
√

5

2

)n

; AB ∈ R

(1)

A���� � ��	 ���� � � ��	��� ��
��� �	���� F ����� �

������ �����  � ���
��� � � ����� � f 1 = f 2 = 1�


�� ����� 1� 1� 2� 3� 5� 8� 13� 21� 34� 55� 89�

144�. . . 
� ���� � 	 ��  ����� 
�� 
	 (f n) ���� �� �� 
�
	� �� �� 
� �����
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� � �� �	��	 (1) f 1 = 1�f 2 = 1�������� �>

A
(

1 +
√

5

2

)

+ B
(

1 −
√

5

2

)

= 1;

A
(

1 +
√

5

2

)2

+ B
(

1 −
√

5

2

)2

= 1.

� ��� ���� ���� 	 
� �� �� A =
1√
5
�B = − 1√

5

�

�� �� ��� � ����� 1�1�2�3�5�. . . �� ����� ��� >

f n =
1√
5

[(

1 +
√

5

2

)n

−
(

1 −
√

5

2

)n]

. (2)

9�� � � F ����� ����	 ���	 ��
� 
� �� ���� �� ����� � ���

� ����	 ������8� ��� 9� �� �� �
�"���
��� � ��
���
�
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!��7��  �� ������ �?� �����(E*E�

?� ��
� ��� ��  ����� 
�� 
� ���� ��� �� �� �� �� ���


� �����  ������� ��  �� ��� ����
� 
�� 
� ��	 � �� 
�
��

	����������� �� �����  ������ � �� ��8��	� ��� ��� ��

 �	�� � �� ������ � �� 
	 ���� �	�� �� ��� ��� �����

��������
����� an� � 
� �  � ��	������ ����� ����

�� �	� ��
���  �
� ���� �����	���� ��
� ��� �� �	� ����� �

��� ��  ����� 
�� 
� �

8�=���� �� �  � �� ��� a : N → Q ��� ��> an =
f 2n−1

f 2n

�n ∈ N����� 	 f 2n−1 �f 2n � � ����F ����� �

����� ���� '�-�?� � ���� � ���� ��� � � ���� ���� an>
1

1
�
2

3
�
5

8
�
13

21
�
34

55
�

89

144
�. . .

D	�	���� ��

lim an = lim
f 2n−1

f 2n

= lim

1√
5

[(

1 +
√

5

2

)2n−1

−
(

1 −
√

5

2

)2n−1]

1√
5

[(

1 +
√

5

2

)2n

−
(

1 −
√

5

2

)2n]

= lim

(

1 +
√

5

2

)2n−1

·
[

1 −
(

1 −
√

5

1 +
√

5

)2n−1]

(

1 +
√

5

2

)2n

·
[

1 −
(

1 −
√

5

1 +
√

5

)2n]

=
(

��� ��

∣

∣

∣

1 −
√

5

1 +
√

5

∣

∣

∣
< 1

)

=
2

1 +
√

5
,


� �� ��� an ���������
� ��B �� ����	 ��������
����

an ���� ��� �  µ> µ =
2

1 +
√

5
� ?� � � ��� � � ��

�� µ =
1

λ
�D������µ �λ �� ���� �� �� �	 ��� ����	

�����
� ��	 �� � ��	 λ − µ = 1�

?� �
� � λ − µ = λ − 1

λ
=

λ 2 − 1

λ
=

λ

λ
=

(��� �� λ ���� ���� ����� ����� x2 − x− 1 = 0) = 1�

D���µ(λ ) �� ������� ���
������������	���� �'	� � �

1 = ��� ��� �� ������
 �A �1�� �!��� ���� �� A ����� ��� ��#�� ��� �� ���  ���  ��� � !��� $$%)&�� $(5)&�&#&

��� 1���/0 2����� $3&2�� 
 ��()$(&



����- �� 1 �� ��  ���	 ���� ����	 ��������
�� 
� �

�� �  � �� � ��������

���� �� �� �� �� �	����� AB �	 ���� |AB| = a �����

���� 
���� T�|AT| = x�&�� �� ������� a �x �������

�� � ��� a : x = x : (a− x) '
��� �� � �	 ���� ��
� ��
�	����� �� � �� � � �	 ����������� ����� ���� � �����

��� � �	 ���� ����� ���� � �� � �� � � �	 ����� � ����

���� � -��� ���� � �� 
���� T ���� ��	����	 AB 	 � � 
�

��� �� ���	������� �� 
���� T ������ �	�����AB

� � 
����� '����
 ���- ' ��� (-�

+��� $&

@��� �	�� �� � ��������
� � 
��� �� ���� x : (a − x)>

a : x = x : (a − x) =⇒ x2 = a2 − ax

=⇒ x2 + ax − a2 = 0

=⇒ x =
1

2
(−a ± a

√
5)

= (���� x > 0) =
a(
√

5 − 1)

2
.

@� � � � ��  ��>

x : (a − x) = a : x =
2√

5 − 1
=

√
5 + 1

2

= λ =
1

µ
.

9���� � �� �� ��������
� � 
��� �� ���� ����� �� ���

�� ��������������
���� ����� ��������
����� an�

? � 
����� � ���� ��  �	 ���  
� ��B ���� 
� � ������

�� ���� � ���
��
�� ��� ���� ���� �� ��� � 	 "� �
����

�� &���� � ��

� � � � ����������� ���
��
 ���� � � F ����� 	 � �����

�  ����� ��� �� � ����
�� �� ����� � � 
��� ���� �

7� � �� ��� ����
 ��� 	� �
��� �� ��  � �� (E�
��

 ���� � !  ������� �����	 �	 �� ���� �	 ���� � ���

� � 
�� � 
��� ��	 �� �
� ��� �� ��	�  ����
�� �� �����

�� �� ��� � ����� ������ � ��� �� ����� '��!�� ��
'

�
���
-� � ��� � ���� � 
�� � 
��� � <�� C 	� "� �� ��

; F A����� � �� (�.E��������	 -� ��!�� ��
�
���
��

'. "
$&���
� 
�����- ���	 �� � 	
���� � C ���� ���

�� 9����

������(f n) �(an) 	 	 ���  	 ���� 
������� �
�
��� ��� � � �� ��� �� � 	 ����� � ��� ��� 
 ���� ���

���� ��� �� ����� �  �  
� � �� � �� ���	
�������� � �

� � ��� �  �� 
��� �� �  �� 
��� ��� ��� 
� �

# �� ��� 
 
�� ��� a = 8 � ����� �� � �� � ��  ���� -

�� ��� � �� ���	
�� 
���	
� ���� � �� ���	
�� 
�� � ���

�� �����  �  
� ��� � � �� ���	
��� �� � ��  ����-�

+��� (&

A��	
�� ��  �� 
��� ��� ��� 
� �� PABCD = 82 = 64�

� �  �� 
��� � �� ���	
���� PPQRS = (5 + 8) · 5 = 65�

@ 
� �� 
� �� �  �� 
��� ��� ��� 
� ��  ��)� - ����� �

�� 132 = 169� � �  �� 
��� � �� ���	
���� ��  ��

�)�-  ������� �� ���� ��� 
�� ��� ��� 
� ����� ��

(8 + 13) · 8 = 168�

B��� �� � ����� �� L ;�� � ����� 	 
�� � � 
� �	 ����

���� ����  �QS � �� ���	
���� PQRS  �  
� � ����� ��

���� ��� ��� ��� 
� ABCD���� ����� �� �����	 �	 ����

�	����� EC �HG���� ��	  	�� �	 ����� �� 
���������

���



� � ��� � ���� ����

+��� 3&

�� ��� 3 : 8 = 5 : 13 �������� 
��� ���� � � 
� ����


��� ����� ��� 5 : 13 = 8 : 21�

!���� � ����� 
�� ���"�����  �� 
���  ������� � �� ���

�	
���� �� 	 � ����  	�� �	 �� (���� �� 	 ��	���

 	�� �	 �� (� � ��� �� �  �� 
��� � � � ���� ��� ��� 
� �

@ ��	����	 ���� ��� �	����� ���� � � ��� � �	�	 	�� �


�� ��	 � � ����F ����� ����� ���� � "�
� � �� �

� �
� ����� ���� �� ��� ��� 
�	 ���� 
�� ��� a�a ∈ N

� ����� �
��	����� � � �� � ��  ��:� -���  � �� �����

� ����  ����
�� �� ���	
��� �� � ��  ��:�-�� ����� 	

	 b, c ∈ N�

8	 ���� �	����� ���� � � ��� � �	�	�� ����� �� � � � ���

 �����>b�c�a�d�D	�	���� ��>a = b+c�d = c+a�

� ���� �  
� ��
�b = f n� c = f n+1� a = f n+2�

d = f n+3����� 	 f n� f n+1� f n+2� f n+3 	��  
�� ��

� � ����F ����� ����� ���� '�� ����
���� �	���� 

� ���
��� � � ����� � f 1 = f 2 = 1-�

8� ��� �� �� �� ��� ��� ��� 
� � ��� �  ����
�� �� �

���	
��� �� �� ����� � ��  ��� � � :� - �:�- � ���

�������
�>
a

b
=

d

c
�������>

f n+2

f n

=
f n+3

f n+1

⇐⇒ f n + f n+1

f n

=
f n+1 + f n+2

f n+1

⇐⇒ 1 +
f n+1

f n

= 1 +
f n+2

f n+1

⇐⇒ f n+1

f n

=
f n + f n+1

f n+1

⇐⇒ f n+1

f n

=
f n

f n+1

+ 1.

7
� � �� �	��
f n+1

f n

= x� � � ������ ����� �� 
 � �� � �

��	 x =
1

x
+ 1 =⇒ x2 − x − 1 = 0 =⇒

x =
1 +

√
5

2
/∈ Q� 7 ��	�� �� � � �  
�� ��

f n, f n+1 ∈ N =⇒ f n+1

f n

= x ∈ Q�� 
� �� ���
�� �

������ �?� � �	�� �> ��� ��� 
� �� � ���� � ��
����
�	

� �� ���	
��� �� �� �� ���� ����
���� ��  
�� ��� ��� �

��� 
� a = b + c��  
�� ��� � �� ���	
���� a + c�cK

a, b, c ∈ N�%� �� � ��	����� ��  � � ����� �� � � �

� �� �  
�� ��� ��� ��� 
� �	 ���� a � ����� �	 �� ���	

c

b
=

f n+1

f n

=
1 +

√
5

2
�
��	 �� ���	 � � 
��� ���� �

+��� 0&

��� 1���/0 2����� $3&2�� 
 ��()$(&



?� � � ��� ��
� �������� ���� ������ ��� 
� 
� �� �� � ��

����� �	 � �� ���	
��� ������  ������� 
�� ���� ��� � ��

��  
�� ��� ��� ��� 
� a = f k  � � 
� ����� ����� ��

k�k ∈ N�

� �  ��� � � �� - ���- ���� ��  
�� ��� ��� ��� 
�

a = 3 = b + c = 1 + 2� �  
�� ��� � �� ���	
�

���� c + a = 5� c = 2� ���� � � ������ ���� ���

��� ��� 
� �� � ������ �	 ��� �� �� ���	
����

+��� 5&

� � ����� � ��� ���� �� ��� ���� � �� �� =�����	 �����

� � ��� � �	�	 � � �������� (f n)������� (an)�

8�=���� �� � ��� �
� ��� Rn (n ∈ N) � �� ��	 �� �
�� ��� �
� ��� R ��� ��> R1 = R�Rn �� n > 1�

� �� ��	  ��� � ��  ����

+��� /&

@��� ��� � ��������
�
� ��� Rn 	 <	�����R �n (n ∈
N)>

R1 = R

1

R2

=
1

R1 + R
+

1

R
=

3

2R
=⇒ R2 =

2

3
R

1

R3

=
1

R2 + R
+

1

R
=

1

2

3
R + R

+
1

R

=
1

R

(

3

5
+ 1

)

=
8

5
· 1

R
=⇒ R3 =

5

8
R

1

R4

=
1

R3 + R
+

1

R
=

1

5

8
R + R

+
1

R

=
1

R

(

8

13
+ 1

)

=
21

13
· 1

R
=⇒ R4 =

13

21
R

1

R5

=
1

R4 + R
+

1

R
=

1

13

21
R + R

+
1

R

=
1

R

(

21

34
+ 1

)

=
55

34
· 1

R
=⇒ R5 =

34

55
R

���

� �  	�	��� � �� �� Rn = anR�an ∈ Q�n ∈ N�

8��� � � ������� � � � 
�� � 
����� ���	����� >

1

Rn+1

=
1

Rn + R
+

1

R
=

1

anR + R
+

1

R

=
1

R

(

1

an + 1
+ 1

)

=
an + 2

an + 1
· 1

R

=⇒ Rn+1 =
an + 1

an + 2
R.

@� � � ����������� �� 
��� � �	�	��� �>an ∈ Q =⇒
an + 1

an + 2
= an+1 ∈ Q�

D	�	���� �� a1 = 1 ∈ Q�
� �� ��  �� ��n ∈ N>

Rn = anR�an ∈ Q�

� � ��  �� ��� ���� an+1 =
an + 1

an + 2
�

a1 + 1

a1 + 2
=

2

3

= a2�an+1 =
an + 1

an + 2
�� ∀n ∈ N�

���



� � ��� � ���� ����

% � �������� ���� �	�� �� � � ���� ���� (an)�
(

1

1
,

2

3
,

5

8
,

13

21
,

34

55

)

�������an =
f 2n−1

f 2n

�8��� ���� � �� 
�

��������� ����
�>

a1 =
f 1

f 2

=
1

1
.

8��� ��� �� ��� � ��� �� 
��� ��������� �  ��� ��� >

an =
f 2n−1

f 2n

=⇒ an+1 =
f 2n+1

f 2n+2

an+1 =
an + 1

an + 2
=

f 2n−1

f 2n

+ 1

f 2n−1

f 2n

+ 2

=
f 2n−1 + f 2n

f 2n−1 + 2f 2n

=
f 2n+1

f 2n−1 + f 2n + f 2n

=
f 2n+1

f 2n+1 + f 2n

=
f 2n+1

f 2n+2

.

% ���� ��� ���� �� 
���  	 �������f 2n−1 �f 2n �� � 
���

�� � �� 
��

@�� ����� � �� �an =
f 2n−1

f 2n

������ �  �	 �������� �

��� ������� � � � ���� F ����� ����� ���� �"��
� ��


� ��� � �� �� �� ����n ∈ N �� � �� � � an =
f 2n−1

f 2n

�� ��� 
��� � �� � �� � � an+1 =
f 2n+1

f 2n+2

 ��� 
��� 8��

�� ���� � �� �� 
� ��� ��	���

� � �������
� ���
����� ��� � f 2n−1 = p�f 2n = q�


� �� �� an =
p

q
�an+1 =

p + q

p + 2q
�&�� �� �� � �� � �

an+1  ��� 
���
� �� �� p + q = m · u�p + 2q = m · v�
(u, v,m ∈ N, m > 1)�; �	��� � ���� � � �������
����	 ����� �� 
�������� � q = m(v − u)�% � �� ��
p = mu − q = mu − m(v − u) = m(2u − v)�
@� ��������� ���� �� �� p �q �� � �	�	��� � �� ���

�� � �	 �� ��������<� �
�� m� m > 1� � 
� � � ��
��

��� ��
� � 
� ���� �� an =
p

q
�� ��� 
�� �� � �� � ��


� �� � �	�	��� � ��  	 �������f 2n−1 �f 2n �� � 
����

� �� 
���  �� ��n ∈ N�

@�  ���� �� � �	�	��� � �� �� ��������
��� �� ��=�

���� ��� �
� ��� Rn (n ∈ N) ����� � Rn = anR =
f 2n−1

f 2n

� ���� 	 f 2n−1 �f 2n � � ����F ����� �����

���� �

����� (% ?� �� �� �� �	����� AB �	 ���� a�#���


�	��� � 
���	 T ∈ AB� |AT| = x�
� �� �� 
���� T

���� ��	����	 AB 	 � � 
��� �� ���	�

�
���������

(% #��
�	��� �� � � �� ���	
� �
���	
ABC ��� � 	

�	 ���� �� 
�
� |AB| = a �|BC| =
a

2
�

)% #��
�	��� �� � D ∈ AC� 
� �� �� �� |CD| =
|CB|�

*% #��
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