Sangaku problemi

geometrijski problemi
u japanskim hramovima — 1. dio

Milan Kabic, Zagreb

BORBEIRG Y AR

TRHRE S e B A B
frivEdum

IEFRBENES

éﬂ? 3.1

B0 | BN - B A

a1 2 g
O o {99
FRAB TN >+ | FBMEYT >~

MoZete li zamisliti matematiCara
koji je dokazao teorem ili rijeSio
neki problem, onda ga zapisao
na za to pripremljenu glatku
drvenu plocu, ukrasivsi tekst
lijepim crteZzom, zatim tu plocu
odnio u crkvu ili samostan i
tamo je objesio i uévrstio na
dobro vidljivo mjesto?
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Prefektura Fukuoka, svetiste Takami: drvena ploca na kojoj su postavljena
tri problema kao svojevrstan izazov promatracu: Rijesi ovo ako mozes!

Rije¢ sangaku, nastala kao slozenica od san = radun,  Vratimo se na trenutak u dalju proslost. O japan-
izracun ili aritmetika i gaku = znanost ili ucenje, u skoj matematici prije 7. stolje¢a malo se zna. U
doslovnom prijevodu znali matematicka ploca. 7. stoljecu uz budizam iz Kine u Japan stizu i prvi

matematicki spisi o racunanju, algebri i geometrij.
Sangaku problemi matematicki su problemi koje su
japanski matematicari i obi¢ni amateri ispisivali na
posebnim, lijepo ukrasenim drvenim plo¢ama, koje
su postavljali pod krovista u SintoistiCkim svetistima
i budisti¢kim hramovima.

Povijesna crtica

Sangaku tradicija trajala je oko 250 godina tijekom
Edo razdoblja (1603.—1867.), za vrijeme Sogunata
Tokugawa, koje je bilo karakterizirano potpunom,

samonametnutom izolacijom od utjecaja zapadne Prefekiura Fukushima: sangaku ploce izloZene na
- . istaknutim, dobro vidljivim mjestima, ispod krovista
civilizacije. u SintoistiGkim svetistima i budistickim hramovima
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Najveci utjecaj na japansku matematiku tog vreme-
naimao je jedan od najstarijih i najpoznatijin kines-
kih matematickih tekstova pod nazivom Chou Pei
Suan Ching, u prijevodu Aritmeticki klasici, nas-
tao izmedu 500. g. pr. Kr. i 300. g. pr. Kr. Rije€ je o
Zbirci od 256 rijesenih problema. U njoj se nalazi
prvi dokaz bez rijeci Pitagorina poucka.
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Gougu teorem: vizualni, geometrijski dokaz
Pitagorina poucka za slu¢aja = 3, b = 4ic =5
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Unato¢ bogatstvu matematickih znanja uvezenih iz
Kine, matematika nije u ranom srednjem vijeku uh-
vatila dubljeg korijena u Japanu. Nakon pocetnog
razvoja doslo je do stagnacije matematicke misli.
Tijekom Sogunata Ashikage (1338.-1573.) zem-
lju su pustosili ratni sukobi izmedu klanova koji su
se borili za prevlast. To se razdoblje ¢esto spo-
minje kao mra¢no doba znanosti Japana. Prema
rijeCima jednog povjesni¢ara matematike, jedva da
se mogla naci u Japanu osoba koja je znala dijeliti
brojeve.

Nakon velike pobjede §to ju je 1600. godine iz-
vojevao Tokugawa leyasu porazivsi suparnika Hi-
deyorija, zemlja je ujedinjena. Car je 1603. godine
proglasio Tokugawu Sogunom koji je za svoje sje-
diste odabrao mali ribarski provincijski gradi¢ Edo,
danasniji Tokio.

Time sluzbeno pocinje razdoblje Edo (“Yedo”) pod
Sogunatom Tokugawe, koje karakterizira mir i sa-
monametnuta izolacija u trajanju od dva i pol sto-
lieca.
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Srebrni listovi lopoca:
tragovi mjeseCeva
posjeta jezeru.
Vladimir Devidé

Sunce doziva maglu.
Ona se penje stepenicama hrama,
uz lukove i odlazi kudi.
Na okviru vrata i pod
strehom drvene ploce.
Matsuo Basho

Proljec¢e odlazi
oklijevajuci u
kasnom cvijetu tresnje.
Yosa Buson
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Panoramski pogled na Edo (danasniji Tokio) iz 17. stolje¢a

U drugoj polovici 16. stolje¢a u Japan stizu naj-
prile Portugalci, pa Spanjolci, a pocetkom 17.
stolje¢a i Nizozemci. Njihovi trgovci i diplomati,
u medusobnom nadmetanju, pokusavaju ucvrstiti
svoj polozaj u Japanu kako bi povecali trgovinsku
razmjenu s njim, a misionari iz tih drzava istovre-
meno pokuSavaju $to vise Japanaca prevesti na
krs¢anstvo. Kako su u Japanu dominantne religi-
je budizam i Sintoizam, takvo djelovanje misionara
izazvalo je Zestoke reakcije. Da bi umirio narod,
Sogun Tokugawa lemitsu izdaje 1633. edikt kojim se
zabranjuje djelovanje misionara, ukida kr§¢anstvo,
nareduje rusenje svih krs¢anskih crkava i zahtijeva
da svi stranci napuste Japan. Ve¢ od 1641. godi-
ne prakticki viSe nema stranaca u Japanu. Samo je
jednoj maloj skupini nizozemskih trgovaca, ¢lanova
kompanije East India Company, bio dopusten bo-
ravak i to na malom umjetnom otoku Deshima di-
menzija 200 m x 70 m u jednom dijelu luke grada
Nagasakija.

Umietni otok Deshima dimenzija
200 m X 70 m u jednom dijelu luke u Nagasakiju

Jednom godi$nje samo jedan nizozemski brod mo-
gao je pristati na taj otoCi¢. Stranci nisu mogli ula-
ziti u Japan, a Japanci nisu smjeli napustati svoju
zemlju. Krsenje tih odredbi kaznjavalo se smréu.
Ovim je zapocelo novo razdoblje japanske povijesti
nazvano Sakoku — zatvorena zemlja. Svaka je raz-
mjena materijalnih dobara, kulture i svih informacija
izmedu Japana i ostatka svijeta stala. Japan je u
svakom pogledu postao izolirani otok. Osim ne-
gativnih posljedica izolacije, zaudo, javile su se i
pozitivne. Dolazi do svojevrsne renesanse — raz-
doblja Genroku, snaznog razvoja vlastite autohto-
ne umjetnosti i znanosti. To vrijedi i za matematiku.
Kako u ovom razdoblju mira za samuraje nije bilo
posla, mnogi od njih osnovali su svoje male Skole,
poznate kao juku. Uz borilacke vjestine i filozofiju,
glavni predmeti u tim Skolama su: Citanje, pisanje i
matematika.

Yoken juku u kojoj je samuraj matematic¢ar
Sakuma Yoken (1819.-1896.) tijlekom pola stoljeca
poducavao 2144 ucenika.

Ucenici su bili najceSc¢e djeca samuraja, a poslije
obrtnikaitrgovaca. Pred kraj Edo razdoblja u Japa-
nu je bilo preko 80 000 juku. Od zaostale, feudalne,
rascjepkane i ratovima iscrpljene zemlje, s gotovo
cjelokupnom nepismenom populacijom, Japan je
u dvjestotinjak godina uspio provesti masovno opi-
smenjavanje kakvo nije do tada bilo poznato na
Zapadu. Najvjerojatnije sangaku tradicija vuce ko-
rijene iz juku, a autori sangaku problema su ucitelji
koji su radili u njima te njihovi talentirani ucenici.
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Tradicionalni juku: uclitelj i ucenici,
individualni oblik rada i rad u paru

Unatoc¢ tome §to su zapadnjacka matematicka zna-
nja za Japance tog vremena bila potpuno nepozna-
ta, zaCuduje bogatstvo stvaralastva japanskih ge-
ometri¢ara onog vremena. Iz sadrzaja sangaku
ploca vidi se da su Japanci poznavali neke geome-
trijske stavke puno prije nego $to su oni otkriveni
na Zapadu.

Rije¢ %[] = Wasan, nastala kao slozenica od
wa = japanski i san = racun, izracun ili aritmeti-
ka, u doslovnom prijevodu znali japanski racun ili
japanska aritmetika. Medutim uobiCajen prijevod te
rijeci je japanska matematika. Oznacuje matemati-
ku koja je nastala u Japanu tijekom Edo razdoblja,
dok rije¢ {qé’j%: = Y0san oznacuje zapadnjacku
matematiku.

Kao pocetak nastanka Wasan uzima se 1627. go-
dina kada je Koyo Yoshido objavio knjigu Jinkoki
(Mali i veliki brojevi), djelo koje postaje sinonim za
aritmetiku u cijelom Japanu.

Ta je knjiga dozivjela preko 300 izdanja. U njoj je
Yosido dao niz prakti¢nih primjera iz svakodnevnog
zivota koji su sluzili kao vjieZba za ucenje raCunanja
na sorobanu, japanskoj inacici kineskog abakusa.
Najpoznatiji matemati¢ar Edo razdoblja je Seki Ta-
kakazu ili Seki Kowa (oko 1640.-1708. g.). O nje-
govu Zivotu malo se zna. Drugi je sin samuraja

B Eh i

JINKOXI

Najstariji poznati abakus, ili soroban,
u Japanu. PotjecCe iz 1592. godine.
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Seki Kowa, najve¢i matematicar razdoblja Edo

Nagaakire Uchiyame. |z nepoznatih razloga u ra-
noj ga dobi usvaja samuraj Seki Gorozaemona, Cije
je prezime preuzeo.

O njegovu djelu se takoder malo zna. Povjesnicari
matematike navode da je samo dio njegovih rado-
va otkriven iz spisa njegovih u€enika. No to §to je
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Sekijev Enri, racunanje povrsine kruga

Mnogi tvorci sangaku
primjenjivali su Sekijev Enri: cilindar dira sferu iznutra;
izracunaj povrsinu cilindri¢ne plohe koja se nalazi unutar sfere.

otkriveno, vrijedno je divljenja. Razvio je teoriju de-
terminanti opcenitiju i desetak godina prije Leibni-
tza, primjenjivao Cramerovo pravilo pola stolje¢a
prije Cramera te otkrio Bernoullijeve brojeve prije
Jacoba Bernoullija. Godine 1685. rijesio je kubnu
jednadzbu x* — 5x% — 14x — 30 = 0 metodom
koju otkriva Horner sto godina poslije. RjeSava
razne vrste diofantskih jednadzbi. Japanski mate-
matiCari misle da je najvaznije njegovo otkri¢e Enri,
“Yenri” — princip kruga. Ta je metoda u pocetku ko-
riStena za raCunanje povrsine kruga, sli¢na Eudok-
sovoj metodi ekshaustije razvijenoj jo§ u drevnoj
Grckoj. Poslije je tu metodu Seki poopcio i pri-
mijenjivao za racunanje povrsina likova omedenih
raznim krivuljama. U biti je rije¢ o odredenom inte-
gralu koji su na Zapadu otkrili nesto kasnije njegovi
suvremenici Newton i Leibniz.

Zasto su sangaku ploce
postavljane pod krovista
svetiSta i hramova?

Postoji viSe objasnjenja.

U Japanu su u to vrijeme dominantne dvije religi-
je. Jedna je budizam, uvezen u 7. stolje¢u iz Kine.
Druga je izvorni japanski Sinto u prijevodu “put bo-
gova” ili popularno Sintoizam. Sintoizam se razvio
iz jednog od mnogih kultova Sunca. U njemu ima
oko 800 bozanstava koji se ujedinjuju u bozici Kami,
koja po njihovim vjerovanjima voli konje te su mno-
gi Japanci Sintoistickim svetistima poklanjali konje.
Oni koji to nisu mogli, jer im je konj trebao da bi
prezivieli ili ga jednostavno nisu imali, naslikali bi
na drvenoj plo¢i konja pa bi tu plo¢u kao zavjetni
dar ili kao zahvalu bogovima poklonili jednom od
mnogobrojnih Sintoistickih svetista, tako Sto bi je
pricvrstili ispod strehe svetista.

Molitva bozici Kami

Jedni tvrde da su sangaku zapravo zavjetne ploce
koje su Japanci darivali Sintoistickim svetistima i
budistiCkim hramovima motivirani poboznos$cu ili
molitvom da se izbave iz nekakve nevolje ili jed-
nostavno kao znak zahvalnosti. U to je vrijeme
bilo mnogo privatnih Skola i ne bi bilo ¢udno da
su ucitelji, kad bi pripadnici njihove Skole rijesili ne-
ki problem, osje¢ali potrebu da na odredeni nacin
zahvale bogovima na vaznom matemati¢ckom ot-
kricu. Jedna sangaku ploc¢a objeSena 1815. godi-
ne ima predgovor u kojem ugitelj i njegovi ucenici
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Prefektura Nagano, svetiste Takemizuwake (dimenzije ploce 4.5 m X 2m). Autori sangaku problema njegovali su estetsku komponentu
prikaza geometrijskih konfiguracija, tako da su mnoge ploce prava umjetnicka remek-djela koja plijene paznju promatraca.

predstavljaju svoj rad. On glasi: “U ovom svetistu
mi molimo Boga za napredak nasih matematickih
sposobnosti i u tu svrhu zavjetujemo ovaj sanga-
ku.”

Drugi nalaze razlog u €injenici Sto u to vrijeme ni-
je bilo sveuciliSta u Japanu. Sintoisticka svetista i
budisti¢ki hramovi bili su sredista znanija.

Na pocetku su autori sangaku problema pisali na
kanbunu, starokineskom jeziku. Kanbun je u Japa-
nu bio sli¢an latinskom jeziku na Zapadu. Znali su
ga i njime se Koristili samo visokoobrazovani ljudi.
Ta ¢injenica ide u prilog tvrdnji da su autori sanga-
ku, narocito poCetkom Edo razdoblja, samuraji ili
pak ucitelji koji su poduc¢avali matematiku, zajedno
sa svojim ucenicima.

RijeC je o kulturnom fenomenu, nepoznatom u 0s-
talom dijelu svijeta. Sangaku su svakako vazan dio
svjetske kulturne bastine. Te su ploce jedinstvene
kreacije jer su istovremeno umjetnicka djela, sak-
ralni predmeti i saCuvani zapisi o originalnim mate-
matickim dostignu¢ima odredenog razdoblja jed-
ne, od svjetskih utjecaja izolirane, kulture. Estetska
tradicija koja ih je stvarala kroz Cetvrt tisuélje¢a, i
koja ih stvara i danas nekoliko stotina godina pos-
lije, sjaji u umijetnickim prikazima, laiku teSko uh-
vatljivih, apstraktnih sadrzaja. Impresionira i sva-
kog matematicara veseli ¢injenica da su umjetnicki

prikazi matematicke apstrakine ljepote izlozeni mo-
gucnosti kontemplacije u okrilju sakralnih objekata,
dok su druge kulture unutar hramova i bogomolja
prikazivale sadrzaje religijskog karaktera u obliku
ikona, fresaka, mozaika i vitraja.

Sangaku tradicija originalna je i u svijetu jedinstve-
na popularizacija matematike. Prikazivanjem ma-
tematickih sadrzaja Sirokim masama na lijepo os-
likanim i tajanstvenim drvenim ploGama, istaknu-
tim na mjestima bogostovlja i masovnih okuplja-
nja, matematika je dobila uporiste u japanskoj kul-
turi. Nazalost, to nije dugo trajalo. U dvadesetom
stolje¢u sangaku tradicija potpuno je zaboravlje-
na. Procjenjuje se da je tijekom Edo razdoblja
napravljeno oko 5000 plo¢a. To znadi da se ti-
jekom 250 godina proizvodilo prosje¢no 20 plo¢a
godisnje. Do danas je sacuvano oko 920 sangaku
ploc¢a &ije su dimenzije u pocetku iznosile izmedu
05m x 03mi2m x 1 m. Poslije su dimenzije
povecavane.

Iz zaborava je sangaku vratio srednjoskolski nas-
tavnik Hidetoshi Fukagawa. Shvativsi njihovu va-
znost, poceo je proucavati fenomen sangaku. Obi-
lazio je svetista i hramove po cijelom Japanu kako
bi otkrio i sacuvao sve postojece ploce. Tim je
radom stekao doktorat iz povijesti matematike.
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Sto je sadrzaj sangaku
problema?

Na sangaku plo¢ama nema dokaza stavaka, ve¢
samo njihova formulacija ili formulacija problema
koji je trebalo rijesiti. Autori su posebnu paznju po-
svecivali vizualnom dojmu upotrebljavajuci raznovr-
sne boje te vodeci ratuna o kompoziciji i rasporedu
prikazanih likova.

datum posveta

odgovor

hram )
Ohkunitama algoritam l
ppsvetio formulacija
Signnosuke svablanng
zawa

Sangaku problemi uglavnom obuhvacaju sadrzaje
euklidske geometrije. NeobiCni su i, nazalost, ne
mogu se naci u danasnjim nastavnim sadrzajima.
Neki su priliéno jednostavni i lako se rijeSe. Ima i
takvih koje je gotovo nemoguce rijesiti ako se ne
primijene moderne matematicke metode. Daniel
Pedoe, poznati engleski matematicar, koautor prve
knjige o sangaku izdane izvan Japana, navodi da je
uzrok slozenostii tezini nekih sangaku problema za
zapadnjake Cinjenica da su japanski matematicari
elipsu definirali kao presjek valjka i ravnine. Kru-
govi i elipse igraju znatno istaknutiju ulogu nego
u zapadnoj matematici. Evo samo dijela sadrzaja
koje obuhvacaju sangaku problemi.

Teorija brojeva: kineski teorem o ostacima, Pita-
gorine trojke i Heronovi brojevi, linearne diofantske
jednadzbe, diofantske jednadzbe drugog i trec¢eg
stupnja.

Numericka analiza: Bernoullijevi brojevi, Wallisova
formula, Hornerova metoda, Newtonova metoda
aproksimacija, determinante.

Geometrija visekuta: trokuti, pravokutni trokut, kva-
drati, pravokutnici i Cetverokuti, trokuti i kvadrati,
teorem o Sest segmenata ili na japanskom rokusya-
jutu.

t=(3-1)a

Kruznice: dvije kruznice, tri kruznice, Cetiri kruznice,
..., devet kruznica, deset kruznica, proizvoljno
mnogo kruznica, tetive kruznica, Ajimin teorem, Bo-
ushajutu, Descartesov stavak o kruznicama, prob-
lemi rjesivi inverzijom.
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KruZnica i trokut: kruznice i jednakostranicni troku-
ti, kruznice i jednakokracni trokuti, kruznice i pra-
vokutni trokuti, dvije kruznice i trokuti, tri kruznice i
trokuti, Cetiri kruznice i trokuti, . . ., mnogo kruznica
i trokuti, kruZnice i kvadrati, mnogo kruznica i kva-
drati (Caseyev stavak), kruznice i trapezi, kruznice
i rombovi, kruznice i Cetverokuti, kruznice i viSekuti,
kruznice, kvadrati i trokuti, Ajimin drugi teorem.

Elipse: jedna elipsa, elipse i dodirne kruznice, vise
dodirnih kruznica i elipse, elipse i trokuti, kvadra-
ti i elipse, pravokutnici i elipse, elipse i rombovi,
mjesoviti problemi o elipsi.

Geometrija tijela: kugle, presjeci kugli i drugih tije-
la, elipsoidi, presjeci elipsoida i drugih tijela, valjci,
presjeci valjaka i drugih tijela, stosci itd.

Problemi maksimuma i minimuma: trokuti, kruznice,
trokuti i kruznice, kvadrati i drugi viSekuti, elipse.

Sangaku u nastavi matematike

Ovakvi su sadrzaji dobrodo$li u nastavi matematike
jer plijene paznju svojom neobi¢nos$cu, estetikom,
elegancijom i ne¢im §to je u genezi ljudskog bica,
a to je potreba za ljgpotom, igrom i istrazivanjem.
Mnogi autori koji piSu o sangaku problemima istic¢u
vaznost ovakvih sadrzaja za nastavu matematike,
koja je u velikoj mjeri zanemarila geometriju u Korist
moderne matematike. U nastavi je izuzetno vazno
njegovati estetsku komponentu matematike, a san-
gaku problemi za to su idealan nastavni materijal.
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