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3. dio: Nizovi zadani rekurzijom
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U prvom ¢lanku ovog teksta spomenuli smo da se niz, uz ostale nacine, moze zadati i
rekurzijom. Isto smo tako napomenuli da je najprikladnije ako je niz (a,) zadan eksplicitnom
formulom za opéi ¢lan, to jest formulom a, = a(n), n € N. Zato je logi¢no postaviti teorijsko
pitanje: Ako je niz zadan rekurzijom, moze li se odatle odrediti formula za op¢i ¢lan niza?
Kazimo odmah da to uvijek nije moguce, ¢ak i u nekim jednostavnim slu¢ajevima.

U ovom ¢&lanku promatrat ¢emo samo nizove (ay)
koji su zadani rekurzijom oblika:

ik = Aon+A1a,1+A2a0 2+ . AA_1Gp k1,

gdje su Ag,Aq, ...
jenti.

,An+k—1 zadani realni koefici-

Da bi niz bio odreden, moraju jos biti zadani ¢lanovi
niza: aj,as, . ..,a.

Izraz na desnoj strani zadane rekurzijske relacije,
k=1

to jestizraz ) A,a,+; zove se linearna kombina-
i=0

cija Clanova a,, ayyi1, .- -, anix—1, Zbog Cega se

ovakva rekurzija zove linearna rekurzija duljine k.

Primjeri takvih rekurzija su:

anin = 3a,11 —2a,;, a; =1, ap =4,

Anya = SAy3 — 3042 + apy1 — 13a,;

611:2, (12:4, (1325, a4=9,

an7 = 15ay46 — anis + 12ap14 — 13a,43
+ nyo — 3lap 1 — T2ay;

ap =12, ap = -3, a3 =1, a, = 8,

as = —6, ag = —1, a3 = -3,

gdje su nizovi zadani linearnim rekurzijama duljina
redom?2,4i7.

Stavljaju¢i u zadane relacije n = 1, mozemo iz-
ravno izracunati nepoznati ¢lan niza koji slijedi ne-
posredno iza posljednjeg od zadanih ¢lanova niza.

Potom, za n = 2, dobije se ¢lan koji slijedi iza toga
izraCunanog. | tako redom, mozemo izraunati po
volji mnogo ¢lanova niza.

Pokazimo kako to izgleda na prvom od ovih triju
zadanih nizova.

Ako u nizu
Any2 = 3auy1 — 2ay,

uza; = 1, a, = 4, uvrstimo n = 1, dobit ¢emo
a3:3a2—2a1:3-4—2~1,a3:10.

Dalieje,zan =2, a4 = 3a3 —2a, =3-10—2-4,
a4:22.

Istim postupkom, za n = 3 dobijemo as = 46, a
zan=4,a¢ = 94.

| tako redom, mozemo izracunati bilo koji ¢lan niza.

Podsjetimo se, §to smo ve¢ napomenuli, da ako bi-
smo ovim postupkom htjeli odrediti neki ¢lan niza,
trebamo prije toga odrediti sve prethodne ¢lanove
tog niza. Naravno da je to za Clanove s velikim
indeksima neprakti¢no.

Kazimo odmah da se za ovakve i sli¢ne nizove

moze, iz zadanih podataka, odrediti formula za opCi
¢lan niza, to jest formula oblika a, = a(n), n € N.
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Navedimo da je to za upravo promatrani niz formu-
laa, = 3-2"~! —2, §to se za nadene ¢&lanove lako
provijeri.

Glavni je cilj ovog ¢lanka naci postupak odredivanja
opceg Clana niza zadanog linearnom rekurzijom.

k—1

Ako u rekurzijskoj relaciji a,1x = > Aiayii 0z
i=0

nacimo a,x = x*, dobijemo algebarsku jed-

nadzbu k-tog stupnja
= Ag+Ax —|—A2x2 + ... —|—A,,,1xk_1,
jer je Aga,, = onn+0 = ono = Ap.

Sredimo li ovu jednadZbu po padajuéim potencija-
ma od x, dobijemo:

XA, T A, T — AP —A x—Ap=0.

Ova se jednadZba zove diferencijska jednadzba
pripadne rekurzijske relacije.

Oznacimo li riesenja ove jednadzbe x;, xa, . . ., Xx,
tada op¢i ¢lan niza (a,) glasi:

ay = Bix| + Boxh + ... + Buxf,

gdje koeficijente By, By, . .
nih ¢lanova ay, as, . . . , ay.

., By odredimo iz zada-

Dokazimo to za niz (a,) zadan linearnom rekurzij-
skom relacijom duljine k = 2.

Oznalimo a,4+2 = pay,+1 — qa,, pq € R. Pripad-
na diferencijska jednadzba glasi x> = px — g, ili
x> —px+q=0.

Oznacimo li rjeSenja ove jednadzbe x; i x, prema
Vieteovim formulama vrijedi x| +x, = p, x1x2 = q.

Promatrajmo niz a, = Ax] + Bxj; A, B € R |
izracunajmo vrijednost izraza pa, .1 — qa,. Vrijedi:
Papr1—qa, =

= p(AX; 4B — g(AX;+Bx3)

= Ax{(px1 — q) + Bx;(px2 — q)

= Ax'f[(xl +x2)x1 —X1X2]+B)C’21[(X1 —‘r)Cg)XQ —xle]

= AxX} - x] + Bx; - x5 = AX[T2 4+ B3

= dpy2-

Zaklju€ujemo da za niz a, = Ax} + Bx} vrijedi re-
lacija ay+2» = pan,+1 — qa,, 9dje je x; + xo = p,
X1X2 = (.

Time smo postavljenu tvrdnju dokazali za k = 2.
Isto se tako, primjenom odgovarajucih Vieteovih

formula za jednadzbe viSeg stupnja, dokaze i za
k> 2.

Primjer 1. Niz (a,) zadan je rekurzijskom relaci-
joma,» = 3a,1 — 2a,; a1 = 1, ay = 4. Odredi
formulu za opé¢i ¢lan niza. (Ovo je zadatak u ko-
jemu smo, pomocu rekurzije veé odredili nekoliko
nepoznatih pocetnih ¢lanova.)

Rjesenje. Pripadna diferencijska jednadzba glasi:
¥ —3x+2=0.

Rjesenja jednadzbe su x; = 1, x, = 2. Za-
to je opéi ¢lan niza oblka @, = A - 1" + B - 2",
a,=A+B-2".

Zan = 1imamoA+2B=1,azan = 2, A+4B=4.

RjeSenje ovog sustavaje A = —2, B = 5 Zato je
3

an:—2+§-2”,i|ian =3.20"1 -2

Stavljaju¢izan = 1,2,...,6, uz dva zadana, do-

bijemo jo$ i daljnja Cetiri, ve¢ odredena ¢lana niza.

Isto tako vidimo da se moze izravno odrediti bilo
koji ¢lan niza, bez odredivanja prethodnih ¢lanova.

Primjer 2. Niz (a,) zadan je rekurzijskom formulom
any3 = 3apo +4an1 — 12a,, a1 = 2, ay = 34,
as = 38.

a) Odredi dva sliede¢a ¢lana niza.

b) Odredi op¢i ¢lan niza.

c) Pokazi da su rjesenja pod a) i b) u suglasju.

Rjesenje.
a) Zan = 1 imamo:

as = 3az + 4a; — 12a,
=3-384+4-34—-12-2,
as = 226.
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Zan = 2 imamo:

as = 3ay + 4az — 12a,
—3.206+4-38—12-34,
as = 422.

b) Pripadna diferencijska jednadzba glasi

X =3x" 4+ 4x— 12,

X =32 —4x+12=0.

Jednadzbu rijeSimo rastavljanjem na linearne
faktore:

P(x—3)—4(x—-3)=0,
(r=3)(x=2)(x+2)=0.

Odavde jex; =3, xp, =2, x3 = —2. Zato je
op¢i ¢lan niza oblika:

ay=A-3"+B-2"4+C-(=2)".

Uvrstimo li u ovu jednadZbu za n redom vrijed-
nosti 1,2 i 3, dobije se:

3A+2B—2C=2,
9A + 4B + 4C = 34,
27A + 8B — 8C = 38.

Rjesenje ovog sustavajeA =2, B=1,C = 3.
Opt¢i ¢lan niza glasi:

a, =2-3"+2"+3-(=2)".
c) Treba pomocu ove formule provijeriti izracunane
vrijednosti za a4 i as.
ag=2-3* 42" +3.(-2)* a4 = 226.
as =2-3"4+2°+3-(=2)°, as = 422.

Vidimo da se riesenja podudaraju s ve¢ nadenim
rieSenjima.

Vidjeli smo da se odredivanje formule za op¢i ¢lan
niza zadanog linearnom rekurzijom duljine k svodi
na rieSavanje algebarske jednadzbe stupnja k.

Znamo da takva jednadzba za k > 4 nije opcenito
riesSiva, zbog Cega se, u tom slucaju, ne moze
opcenito odrediti ni op¢i €lan niza.

Ako su svi koeficijenti zadane rekurzijske relacije re-
alni i ako su zadani pocetni ¢lanovi realni, onda su
svi ¢lanovi niza takoder realni, atime je i a, = a(n),
n € N realna funkcija od n.

Medutim, algebarska jednadzba s realnim koefici-
jentima moze imati i kompleksna rieSenja, $to znaci
da je a, = a(n) kompleksna funkcija od n.

Pokazat ¢emo da je ovo proturje¢je samo prividno,
to jest da su ¢lanovi niza i u slucaju kompleksnih
rieSenja pripadne diferencijske jednadzbe takoder
realni.

Kompleksna rieSenja algebarske jednadzbe s real-
nim koeficijentima pojavljuju se uvijek u parovima
konjugirano-kompleksnih brojeva.

Neka su x; i x, par kompleksnih rieSenja pripadne
diferencijske jednadzbe, to jest x, = X7. U formuli
za op¢i Clan niza pojavljuje se izraz:

Cx| +Dx5 = Cx{ + Dxi"; C,DeR.
NapiSemo li ta dva broja u trigonometrijskom obli-
ku, tada je

x; = r(cos ¢ + isin @),
X, = X1 = r(cos @ — isin ).
Prema prvoj Moivreovoj formuli vrijedi
X} =r"(cosng + isinng),
X" = r'(cosng — isinng).
Odavde je:

CX! + Dxy" =
= Cr'"(cos n@+isinng)+Dr"(cos np—isinng)
= (C+ D)r'"cosng + (C — D)r'" sinng.

broj 63 / godina 13. / veljaca 2012.



Budu¢i da je r*cosng = Rex] i r'sinng =
Imx;", tojeuzoznake C+D =AiC—D =B,

X} +Dxi" =A-Rex| + B Imx|

Ovaj posliednji izraz realan je za svaki kompleksan
broj x;. Time je problem rije§en opcéenito.

Pokazimo to na jednom primjeru.

Primjer 3. Niz (a,) zadan je rekurzijskom relacijom
Apy2 = dpy) — Ay A1 = 1,a, = 2.

a) Odredi daljnjih Sest ¢lanova niza.

b) Odredi op¢i ¢lan niza.

c) Pokazi da je niz periodni.

Rjesenje.
a) lzravnom primjenom zadane relacije, dobijemo:

a3:a2—a1:1, a4:a3—a2:—1,

as=—-2,as=—1,a7=1,a3=2,...

b) Pripadna diferencijska jednadzba glasi
X —x+1=0.
RjeSenja jednadzbe su:

1FV=3 1_ V3,
A T R
Rjesenja su kompleksni brojevi i postupamo na
opisani nacin. Jedno rieSenje piSemo ovako:
1 3. T .. T
X1 = §+TZ:COS§—HSI“§'
(Za x; mogli smo uzeti i drugo rjeSenje i dobili
bismo isti niz.) Dalje je:
nm

Rex] = r"cosng =1 - cos 3

Imx;" = /"sinngp = 1 - sin ?

Konac¢no dobijemo:
nw

nmw
=A — + Bsin —.
a, CcosS 3 + Bsin 3

Koeficijente A i B odredimo na uobi¢ajen nacin,
to jest uvrStavanjem u dobivenu formulu

V3

1
n=1in = 2, sto daje: §A+_B:1’

2
1 V3

——A 4+ —B = 2. RjeSenje ovog sustava je

2 2
A= —1, B =+/3. Kona&no je:
T T
a, = —cos% + \@sin%,

. nm nmw
a, = V/3sin — — cos —.
3 3
Lako se provijeri da se Clanovi niza izracunani
ovom formulom podudaraju s ¢lanovima iz-

raCunanim u a).

c) Formula za a, je linearna kombinacija funkci-
ja sin ne i cos ? Temeljna (glavna) perioda
funkcija sin i cos je 2, zbog ¢ega je temeljna

nrw 2r

nmw
erioda funkcija sin — i — broj — = 6.
p unkcija sin 3 cos 3 i i

nmw

/4
Zato je i funkcija a, = V/3sin % — Cos 3 to

jest niz (a,) periodan s periodom 6.
Provjerimo da za taj niz vrijedi: a,+6 = a,.

(n+6)m

3
nw

=V3sin(2w + %) —cos(2m + ?)

6
a6 = \/§sinu —co

. NT nmw
= sin — — cos —
3 3

= dy.

Primjer 4. Niz (a,) zadan je rekurzijskom relacijom
an+3 = 4dpio — O6apy1 +4ay; a1 = —1, ay = 2,
asz = 3,

a) Odredi daljnja tri ¢lana niza.
b) Odredi formulu za opc¢i ¢lan niza.
Rjesenje.

a) ag =4a; —6a, +4a, =12 — 12 —4 = —4,
as = 4as —6az+4a, = —16—18+8 = —26.
Isto je tako ag = —68.

b) Pripadna diferencijska jednadzba glasi

X —4x* +6x—4=0.
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Jednadzbu napis$imo u obliku:

¥ =22 -2 4 4x+2x—4 =0,

K —2) —2x(x —2) +2(x —2) =0,
(x—2)(x* —=2x+2)=0.
Odavdejex —2 =0, iix*>* —2x+2 =0, a

odatlex; =2, =14+ix3=1—1.
Jednadzba ima i kompleksnih rieSenja, zbog
Cegajea, =A-x| +B-Rexj+ C-Imxj.
Buduci da je:

n=1+i=v2- (cosg—i—ising),

to je:

Re = (V2)"cos ", Imf = (v2)"sin .

4
Zato je:

n nmw

a, = A-2"+B-(V2)" cos ?—kC(\/E) sin T

Uvrstimo li u ovu jednadzbu zan redom 1, 2 3,
dobit ¢emo:

2A+B+C=—1,
4A +2C =2,
8A — 2B +2C = 3.

3
RjeSenje ovog sustava je A = 7 B = -2,
5
C= X Konacno je:

3 5 ,
an:—12”—2(ﬁ)" cos %—l—i(ﬁ) "sin ?

Lako se provjeri da se ovom formulom mogu
izravno izracunati ¢lanovi izraCunani pod a).

Primjer 5. Za niz (a,) vrijedi: ay11 = 3a, + 2;
a) = 1.

a) Odredi Cetiri poCetna nepoznata ¢lana niza.
a) Odredi opci Clan niza.

Rjesenje.

a) Iz zadanih podataka mozemo izraCunati dru-

gi €lan niza, jerje a» = 3a; +2 = 3 + 2,

~

a, = 5. Sada mozemo izraCunati treci Clan:
az = 3ay +2 = 15+ 2, a3 = 17. Nasta-
vimo i ovaj postupak, dobit cemo a4 = 53,
as = 1617 e

Uz malo domi$ljatosti, zadatak bismo mogli ri-
jesiti opcenito, i to ovako. Iz zadane relacije
slijedi niz relacija:
a, =3a,_1+2
3a,-1 = 32ai172 +2- 37
3%a, 5 =3a, 3 +2-3
330,,_3 = 34an_4 +2- 33

Zbrojimo li ove jednadzbe, dobit ¢emo:

a, = 3" lay+242(343% 433+ ... 43"72)
a, =3""! ~1+2+2.33Hi_1
3-1
=31 42+437 -3

a,=2-3""—1.

lako zadana rekurzijska relacija nije linearna, to
jest ne mozemo izravno primijeniti diferencijsku
jednadZbu, ipak je mozemo svesti na taj oblik.
Postupamo ovako:
iz apy1 = 3a, + 2 slijedi a,+2 = 3a,41 + 2.
Oduzmemo li ove dvije jednadzbe, dobit cemo:
Qny2 — Any1 = 3apy1 + 2 — 3a, — 2,
api2 = 4an+1 — 3ay,.
Dobili smo linearnu rekurziju duljine 2. Zato, uz
zadani prvi ¢lan, treba znati i drugi ¢lan niza. To
se jednostavno izraCuna: a; = 3a; +2 = 5.
Diferencijska jednadzba glasi: x> —4x+3 = 0.
Rjesenja jednadzbe su: x; = 1, x, = 3.
Zatoje a, = A - 1" + B - 3" Uvrstimo li za
n vrijednosti 1 i 2, dobit ¢emo A + 3B = 1,
A+9B =5.

2
Rjesenje ovog sustavajeA = —1, B = 3
Formula za op¢i ¢lan niza glasi:

2
an:—1~1”+§~3"i|ian:2~3”71—1,

Sto smo ve¢ dobili prvim postupkom.
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