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��	������� 5��� ��� ���� ���������� �� �� �������������� ��� �� ��
 (an) 
���� �����������

�������� 
� ��*� 	���� �� ���� �������� an = a(n)� n ∈ N� 3��� �� ����	�� ��������� ���������

�������6 7�� �� ��
 
���� �����
����� ��	
� �� �� ������ �������� ������� 
� ��*� 	��� ��
�8

9�	
��� ���� �� �� ������ ���� ����*�� 	�� � � ����� ������������ ���	��������

, ���� �� ��� � ��� � 
�� 
��� � 	 � � � ������ (an)
����	� �� �� ������������ ������ #

an+k = A0an+A1an+1+A2an+2+. . .+Ak−1an+k−1,

���� 	� A0,A1, . . . ,An+k−1 �� �� ����� ������@��

���
��

5� ����� ��� ��������� ��� �� ��	 ��
��� �� ���� ����

���� #a1, a2, . . . , ak�

���� � �� ��	��� 	 
�� ���� �� �� ��������	 �� ���� ����


� ��	 
���� �
k−1
∑

i=0

Aian+i ���� 	� #�!���!� ���'�!�%

��� �� ���� an, an+1, . . . , an+k−1� ���� ��� 	 �

��� ��� ��������� ���� #�!���!� ���$�(��� )$#��!� k�

���� ����
� ��� ��������� 	 �#

an+2 = 3an+1 − 2an; a1 = 1, a2 = 4,

an+4 = 5an+3 − 3an+2 + an+1 − 13an;

a1 = 2, a2 = 4, a3 = 5, a4 = 9,

an+7 = 15an+6 − an+5 + 12an+4 − 13an+3

+ an+2 − 31an+1 − 72an;

a1 = 12, a2 = −3, a3 = 1, a4 = 8,

a5 = −6, a6 = −1, a7 = −3,

���� 	� �������� �� ������� ���� ��������� � � �������

����� 2�; �=�

�
� ���� ����� �� �� �� ���� ��� n = 1� � ���� � ���

�� ��� ���� ��� 
���� ���� 
��� ����� ����	���������

� �	 ����� ��� � �	�������� �� �� �� �� �� ���� ���� �

��
�� ��� n = 2������� 	� �� �����	��������� 
���

���� ��� ����� 
� �� ����� �� ���� � ���� ��� 
�� �

������ ���� �� ���� ���� �

���� ��� � �� �� 
� ������� �� � ���� �� ��� 
����

�� �� �� ������ �

��� � ����

an+2 = 3an+1 − 2an,

�� a1 = 1�a2 = 4����	 
�� � n = 1�����
��� �

a3 = 3a2 − 2a1 = 3 · 4 − 2 · 1�a3 = 10�

5� ��� ����� n = 2�a4 = 3a3 −2a2 = 3 ·10−2 ·4�
a4 = 22�

�	 
�� � �	 
�� ��� ��� n = 3 ������� � a5 = 46��

�� n = 4�a6 = 94�

� 
� �� ����� �� ���� � ���� ��� 
����� ������ ����� �

���	 ��
�� � 	��	 
� 	 � � ����� � �� �������� � �� ���

	 � � ���� � �	 
�� ���  
����������
������� ����� �


���� � � � ���� 
��� ������
�	�� � ��
 ���� �� ����


�� ���� � 8 � �� ��� �� �� 
� �� �� ���� 	 �������

�����	�� � ��� �� �
����

4 � ��� � ��� �  �� 	 � �� ��� ��� �	���� ������

� ������ �� �� �� � ��� 
� �� �������
�!��� ��� �� �� ��

�� ����� �
� ��	 
!��� ��� ������ an = a(n)�n ∈ N�

�/" ���������	
�� �������� �� ����



8 � ����� � �� �� 
� �� �� �� �� � ��� � 
�� ����� !��� ��

�� an = 3 ·2n−1−2�	 
� 	� �� �� ���� �� ������ ��

� ��������

-�� ������������ �� ��� �� ��� �	 
�� � � �������� ���

�� ��� �� �� ���� �� �� ��� ����� ���� ���������� �

��� � ��������	 ��� ���� ���an+k =
k−1
∑

i=0

Aian+i ���

�� �� � an+k = xk� ������� � � ����� �	 �� ����

�� ���� k�
�� 	
�� ���

xk = A0 + A1x + A2x
2 + . . . + An−1x

k−1
,

��� �� A0an = A0xn+0 = A0x
0 = A0�

������ � ����� ����� ���� � � � � �� ����� � �
����� �

� � �� x�������� �#

xk−An−1x
k−1−An−2x

n−2− . . .−A2x
2−A1x−A0=0.

� �� 	� ����� ���� ���� )�*���!����� ��)!�)�('�

� ��� � ��� ��������	 �� ���� ����

� ��� �� � �����	 ���� ��� ����� ���� x1, x2, . . . , xk�


� �� �� ���� ����� (an) ��� 	�#

an = B1x
n
1 + B2x

n
2 + . . . + Bnx

n
k ,

���� ���@����
� B1,B2, . . . ,Bk ������� � �� �� �� �

�� �� ���� a1, a2, . . . , ak�

5��� ��� � 
� �� ��� (an) �� �� ������ ���� ���������

	 ��� ���� ���� ������� k = 2�

� ��� �� � an+2 = pan+1 − qan�pq ∈ R����� � ��

�� ��!������	 �� ����� ���� ��� 	�x2 = px − q����

x2 − px + q = 0�

� ��� �� � �����	 ���� ��� ����� ���� x1 �x2 � ��� �

>�C�
����� !��� ��� � � �������x1 +x2 = p�x1x2 = q�

���� � 
�� �� � ��� an = Axn
1 + Bxn

2D A, B ∈ R �

���� ��� �� � ��������	
���� �� pan+1 − qan�>������#

pan+1−qan =

= p(Axn+1
1 +Bxn+1

2 ) − q(Axn
1+Bxn

2)

= Axn
1(px1 − q) + Bxn

2(px2 − q)

= Axn
1[(x1+x2)x1−x1x2]+Bxn

2[(x1+x2)x2−x1x2]

= Axn
1 · x

2
1 + Bxn

2 · x
2
2 = Axn+2

1 + Bxn+2
2

= an+2.

)� �������� � �� �� ��� an = Axn
1 + Bxn

2 ����������

�� ��� an+2 = pan+1 − qan����� �� x1 + x2 = p�

x1x2 = q�

& �� � 	 � � � �	 
� ������ 
������ ���� �� ���� k = 2�

�	 
� 	� 
� ��� � ��� ����� ������ �� ���� >�C�
���� 

!��� ��� �� ����� ���� ��	 �� 	 
�� ��� � ���� �� ���

k > 2�

������� �� 8�� (an) �� �� ��� ��������	 ��� ���� ��

��� an+2 = 3an+1 − 2anD a1 = 1�a2 = 4�� �����

!��� ��� �� �� ���� ����� � $� �� �� �� �� 
� � � ���

��� � 	 � ��� �� ��� ��������� ��� ����������������

��� ���� 
� � ��
�� �� ���� �%

)������� ���� � ��� ��!������	 �� ����� ���� ��� 	�#

x2 − 3x + 2 = 0.

? ��	 ���� ����� ���� 	� x1 = 1� x2 = 2� )� �


� �� �� ���� ����� ������ an = A · 1n + B · 2n�

an = A + B · 2n�

)� n = 1 �� � � � A+2B=1�� �� n = 2�A+4B=4�

? ��	 ���� ���� 	�	 
� �� �� A = −2�B =
3

2
�)� 
� ��

an = −2 +
3

2
· 2n����an = 3 · 2n−1 − 2�

�
� ���� ������ n = 1, 2, . . . , 6��� ��� �� �� �� ����

����� � ��	 ��� ����� �
������� �������� �� �� ���� �

�	 
� 
� �� ����� � �� 	� � ��� ���� ��� ������
�����

������ ����� ���� �������� ��� � ��
 ���� �� ���� �

������� 	� 8�� (an) �� �� ��� ��������	 ��� !��� ����

an+3 = 3an+2 + 4an+1 − 12anD a1 = 2�a2 = 34�

a3 = 38�

� � �������� 	������� �� �� ���� �

' � ������� ���� ����� �

 ���� ���� 	 � ���	 ���� � �� � % ��% � 	���� 	 ���

)�������

� )� n = 1 �� � � �#

a4 = 3a3 + 4a2 − 12a1

= 3 · 38 + 4 · 34 − 12 · 2,

a4 = 226.

�/#



� � ��� � ���
� ����

)� n = 2 �� � � �#

a5 = 3a4 + 4a3 − 12a2

= 3 · 226 + 4 · 38 − 12 · 34,

a5 = 422.

' ���� � ��� ��!������	 �� ����� ���� ��� 	�

x3 = 3x2 + 4x − 12,

���

x3 − 3x2 − 4x + 12 = 0.

. ���� ���� ����	�� � �� 	 
� ���� ���� �� ����� ���

!� �
���#

x2(x − 3) − 4(x − 3) = 0,

(x − 3)(x − 2)(x + 2) = 0.

� �� ��� �� x1 = 3�x2 = 2�x3 = −2�)� 
� ��

�� ���� ����� ������ #

an = A · 3n + B · 2n + C · (−2)n
.

,��	 
�� � ��� ��� ����� ���� �� n ����� �������

��	
�1�2 �3������� 	�#

3A + 2B − 2C = 2,

9A + 4B + 4C = 34,

27A + 8B − 8C = 38.

? ��	 ���� ���� 	�	 
� �� ��A = 2�B = 1�C = 3�

� � ���� ����� ��� 	�#

an = 2 · 3n + 2n + 3 · (−2)n
.

 & ���� � �� ��� ��� !��� ��� � �������
����� ��� ��

��������	
��� a4 �a5�

a4 = 2 · 34 + 24 + 3 · (−2)4
, a4 = 226.

a5 = 2 · 35 + 25 + 3 · (−2)5
, a5 = 422.

>���� � �� 	� ���	 ���� � ����� �� �� 	 ����� �����

���	 ����� � �

∗ ∗ ∗

>������	 � � �� 	� �������� ��� !��� ��� �� �� ���� �

���� �� �� ��� ����� ���� ���������� ������� k 	 ����

�� ���	 � �� ��� � ����� �	 �� ����� ���� 	 
�� ��� k�

)�� � � �� 
� ��� ����� ���� �� k > 4 ���� �� ����
�

���	��� � ���� ��� 	 �� � 
�� 	��� ��� �� � ���

�� ����
� ������
����� ���� ����� �

� ���� 	� � ��� � ��� ��
���	 ���� �� ������ �

��� 	� 	 �����@����
��� �� �� ��������	 �� ���� ��� ���

� ����� �� 	� �� �� ��� ��
���� ������� �������� 	�

	 ���� �������� 
� ����� ��� ����� 
�� � ���an = a(n)�
n ∈ N ��� ��� !������ �� n�

"���
�� �� ����� �	 �� ����� ���� 	 ��� ���� ���@��

���
�� � � ����� � 
����� � ���	�� ���	 ���� �	 
� ��� �

�� �� an = a(n) ��� � ���	�� !������ �� n�

���� �� 
��� � �� �� ��� � ��
������ 	 � � � � ��������


� ��	 
�� 	 � �� �������� �� 	��� �� ��� � ���	�� 

���	 ���� � ��� � ��� ��!������	 �� ����� ���� 
� �����

��� ����

4�� � ���	�� ���	 ���� � ����� �	 �� ����� ���� 	 ��� ��

��� ���@����
�� � � ��� ������ 	� ������ � � � ����� �

��������� ������ � ���	�� ������� �

8��� 	 � x1 �x2 � � � ��� � ���	�� ���	 ���� � ��� � ���

��!������	 �� ����� �����
� ��	 
x2 = x1�, !��� ���

�� �� ���� ����� � ��� ������ 	� ���� �#

Cxn
1 + Dxn

2 = Cxn
1 + Dx1

n; C,D ∈ R.

8 � � �	 �� � ��
� ��� ����� � 
������� �
���	 ��� �����

���
� �� ��

x1 = r(cos ϕ + i sin ϕ),

x2 = x1 = r(cos ϕ − i sin ϕ).

���� � � ����"���������!��� ����������

xn
1 = rn(cos nϕ + i sin nϕ),

x1
n = rn(cos nϕ − i sin nϕ).

� �� ��� ��#

Cxn
1 + Dx1

n =

= Crn(cos nϕ+i sin nϕ)+Drn(cos nϕ−i sin nϕ)

= (C + D)rn cos nϕ + (C − D)rn sin nϕ.

�/$ ���������	
�� �������� �� ����



:������� �� rn cos nϕ = Re xn
1 �rn sin nϕ =

Im x1
n�
� �� �� ���� �� C + D = A �C − D = B�

xn
1 + Dx1

n = A · Re xn
1 + B · Im xn

1

� �� �� �	����������� � ��� �� ��� �� 	 �� ����� � ���	 � �

����x1�& �� � �� � ������ ����	 ���� ����
��

���� ��� � 
� �� ������ � ��� �����

������� 
� 8�� (an) �� �� ��� ��������	 ��� ���� ����

an+2 = an+1 − anD a1 = 1�a2 = 2�

� � ������� ����� 	 �	 
�� ���� ���� �

' � ������� ���� ����� �

 ���� ���� �� ��� � ��������

)�������

� ���� ���� � ��� ����� �� �� �� ���� ����������� �#

a3 = a2 − a1 = 1, a4 = a3 − a2 = −1,

a5 = −2, a6 = −1, a7 = 1, a8 = 2, . . .

' ���� � ��� ��!������	 �� ����� ���� ��� 	�

x2 − x + 1 = 0.

? ��	 ���� ����� ���� 	�#

x =
1 ∓

√
−3

2
=

1

2
∓

√
3

2
i.

? ��	 ���� 	 � ��� � ���	����������� �	 
�� � � � ��

�� �	 � ���� ���. ���� ���	 ���� � �	 �� � ��� ��#

x1 =
1

2
+

√
3

2
i = cos

π

3
+ i sin

π

3
.

$)� x1 � ����	 � � ���
������� ���	 ���� �������

��	 � � �	
�����% 5� ��� ��#

Re xn
1 = rn

cos nϕ = 1 · cos
nπ

3
,

Im x1
n = rn sin nϕ = 1 · sin

nπ

3
.

4��� �� ������� �#

an = A cos
nπ

3
+ B sin

nπ

3
.

4��@����
� A �B ������� � �� ����� ����� ���


� ��	 
 ���	 
� �� ���� � �������� !��� ���

n = 1 �n = 2� 	 
� �� ��#
1

2
A +

√
3

2
B = 1�

−
1

2
A +

√
3

2
B = 2� ? ��	 ���� ���� 	�	 
� �� ��

A = −1�B =
√

3�4��� �� ��#

an = − cos
nπ

3
+
√

3 sin
nπ

3
,

���

an =
√

3 sin
nπ

3
− cos

nπ

3
.

B � �� 	� � ��������� 	� �� �������� ���� ��� ��

���� !��� ���� � ����� �� �� 	 �� ����� � ���

�� ��� ��� � � %�

 E ��� ��� �� an �� ����� ��� ��� ���� ��� !�����

�� sin
nπ

3
�cos

nπ

3
� &�� ����� $��� ��� % � ������

!������ sin �cos �� 2π����� ��� �� 
�� �����

� ������ !������ sin
nπ

3
�cos

nπ

3
����

2π

π

3

= 6�

)� 
� �� �!������ an =
√

3 sin
nπ

3
− cos

nπ

3
�
�

��	 
��� (an) � ������ �	 � ������� <�

��������� � �� �� 
� ���� �������#an+6 = an�

an+6 =
√

3 sin
(n + 6)π

3
− cos

(n + 6)π

3

=
√

3 sin(2π +
nπ

3
) − cos(2π +

nπ

3
)

= sin
nπ

3
− cos

nπ

3

= an.

������� �� 8�� (an) �� �� ��� ��������	 ��� ���� ����

an+3 = 4an+2 − 6an+1 + 4anD a1 = −1�a2 = 2�

a3 = 3�

� � ������� ����� 
���� �� ���� �

' � �����!��� ��� �� �� ���� ����� �

)�������

� a4 = 4a3 − 6a2 + 4a1 = 12 − 12 − 4 = −4�

a5 = 4a4−6a3 +4a2 = −16−18+8 = −26�

�	 
� �� 
� �� a6 = −68�

' ���� � ��� ��!������	 �� ����� ���� ��� 	�

x3 − 4x2 + 6x − 4 = 0.

�/%



� � ��� � ���
� ����

. ���� ���� �� � �	�� � � ������#

x3 − 2x2 − 2x2 + 4x + 2x − 4 = 0,

x3(x − 2) − 2x(x − 2) + 2(x − 2) = 0,

(x − 2)(x2 − 2x + 2) = 0.

� �� ��� �� x − 2 = 0����x2 − 2x + 2 = 0D �

��� 
�� x1 = 2�x2 = 1 + i�x3 = 1 − i�

. ���� ���� �� � ���� � ���	�� ���	 ���� � ����

��� �� an = A · xn
1 + B · Re xn

2 + C · Im xn
2�

:������� ��#

x2 = 1 + i =
√

2 ·
(

cos
π

4
+ i sin

π

4

)

,


� ��#

Re xn
2 = (

√
2)n cos

nπ

4
, Im xn

2 = (
√

2)n sin
nπ

4
.

)� 
� ��#

an = A·2n+B·(
√

2)n cos
nπ

4
+C·(

√
2)

n
sin

nπ

4
.

,��	 
�� � ��� ��� ����� ���� �� n ����� 1�2 �3�

����
��� �#

2A + B + C = −1,

4A + 2C = 2,

8A − 2B + 2C = 3.

? ��	 ���� ���� 	�	 
� �� �� A = −
3

4
�B = −2�

C =
5

2
�4��� �� ��#

an=−
3

4
2n−2(

√
2)n cos

nπ

4
+

5

2
·(
√

2)
n
sin

nπ

4
.

B � �� 	� � ��������� 	� ���� !��� ���� � ���

���� ��� ���� ��� 
��� �������� ��� ��� �� � %�

������� �� )� ��� (an) �������# an+1 = 3an + 2D

a1 = 1�

� � ������
���� ��
�� ��� ���� 
� �� �� ���� �

� � ������� ���� ����� �

)�������

� �� �� �� �� � ��� 
� �� � ���� � ���� ��� 
�����

���� ����� � ��� �� a2 = 3a1 + 2 = 3 + 2�

a2 = 5� �� �� � ���� � ���� ��� 
�
������ �#

a3 = 3a2 + 2 = 15 + 2� a3 = 17� 8 � 	 
� �

��� � ����� � � �	 
�� � �� ����
 ��� � a4 = 53�

a5 = 161, . . .�

' , � � � �� ��� �	��� 
�	 
���� �� 
� � ��	 � � � �������

��	�
��� ����
�� �
� ��� ��� �� �� �� �� ���� ���

	��������� ���� ��� #

an = 3an−1 + 2

3an−1 = 3
2an−2 + 2 · 3,

32an−2 = 33an−3 + 2 · 32

33an−3 = 34an−4 + 2 · 33

. . . . . . . . . . . . . . .

3n−3a3 = 3n−2a2 + 2 · 3n−3

3
n−2a2 = 3

n−1a1 + 2 · 3n−2
.

)������ � ����� ����� ���������
��� �#

an = 3n−1a1+2+2(3+32+33+ . . . +3n−2)

an = 3n−1 · 1 + 2 + 2 · 3
3n−2 − 1

3 − 1

= 3n−1 + 2 + 3n−1 − 3

an = 2 · 3n−1 − 1.

�� �� �� �� �� ��������	 �� ���� ��� ���� ����� ��� �
�

��	 
�� � ���� � ���� ��� � ��� �����
���!������	 ��

����� ������� � � �� � ���� � 	 ��	 
��� 
� �������

��	
�� � � � ��� ��#

�� an+1 = 3an + 2 	������an+2 = 3an+1 + 2�

� ���� �� � ����� ����� ����� ���������
��� �#

an+2 − an+1 = 3an+1 + 2 − 3an − 2,

an+2 = 4an+1 − 3an.

5�����	 � � ����� ��� ��������� ������� 2�)� 
����

�� �� ��� ����� ��
���� ��� 
��������� ����� �&�

	� �����	
� ��� ���� ��� #a2 = 3a1 + 2 = 5�

5�!������	 �� ����� ���� ��� 	�#x2−4x+3 = 0�

? ��	 ���� ����� ���� 	�#x1 = 1�x2 = 3�

)� 
� �� an = A · 1n + B · 3n� ,��	 
�� � ����

n ��������	
�1 �2� ����
 ��� � A + 3B = 1�

A + 9B = 5�

? ��	 ���� ���� 	�	 
� �� �� A = −1�B =
2

3
�

E ��� ��� �� �� ���� ����� ��� 	�#

an = −1 · 1n +
2

3
· 3n ���an = 2 · 3n−1 − 1,
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