metodika

a
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Dijeljenje prirodnih brojeva

Prije nego Sto zapoCnemo s dijeljienjem razlomaka,
prisjetimo se na koje sve nacine mozemo pojasniti
§to se dogada u zadacima u kojima dijelimo pri-
rodne brojeve. U tu svrhu razmotrimo tri zadatka:

1. zadatak: 100 : 2

U ovom zadatku mozemo zamisliti da 100 kuna di-
jelimo na dvoje djece, te se pitamo koliko ¢e kuna
dobiti svako dijete. Svako ¢e dijete dobiti 50 kuna,
stoga je 100 : 2 = 50.

Ovakav nacin razmi$ljanja prakti¢an je u zadacima
u kojima je djelitelj mali broj, pa lako zamisljamo
tako mali broj djece (djeljenik ne mora predstavljati
novac, ve¢ moze i bombone, ¢okolade. . .).

2. zadatak: 200 : 50
Ako ovaj zadatak pokuSamo rijesiti poput prethod-
nog, zamislit cemo da 200 kuna dijelimo na pede-

i

Dijeljenje razlomaka

‘ Antonija Horvatek, Ivani¢ Grad

U proslom broju MiS-a izagao je ¢lanak
u kojem je opisan jedan od nacina na
koji moZemo ucenicima pribliZiti §to se
dogada u zadacima u kojima mnozimo
razlomke. U ovom ¢u Clanku opisati
kako obradujem dijeljenje razlomaka.

setero djece. Zbog velikog broja djece, to nije lako
zamisliti (niti skicirati). Ovdje je praktiCnije upitati
se Kkoliko puta broj 50 ide u broj 200 ili npr. koli-
ko novcanica od 50 kuna trebamo da bismo imali
200 kuna. Trebamo Cetiri takve nov€anice, pa je
200 : 50 = 4.

Ovakav nacin razmisljanja praktican je kad je djeli-
telj blizak djeljeniku, u smislu da on mali broj puta
stane u djeljenik, pa uzastopnim zbrajanjem dje-
litelja brzo dostignemo dijeljenik. Kao $to vidimo,
pritom nije prepreka ni ako je djelitelj veliki broj.

3. zadatak: 72: 9

U ovom zadatku nas ni jedan od gornjih nacina raz-
misljanja ne¢e brzo dovesti do riesenja. Ovdje je
najbolje jednostavno se osloniti na dobro pozna-
vanje tablice mnoZzenja, te se upitati koji broj pom-
nozen s 9 daje 72, t. rijeSiti zadatak -9 = 72.
Naravno, traZeni je broj 8.
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Za vrijeme ponavljanja tih nacina rjeSavanja, s
ucenicima treba komentirati i to da se svaki od
gornja tri zadatka moze rijesiti na sva tri nacina,
te da dolazimo do istog rjeSenja. Nakon toga za-
pocinjemo s dijeljenjem razlomaka.

Prijelaz s dijeljenja na
mnozenje

Kao Sto ¢emo vidjeti, do pravila kako se dijele raz-
lomci, dolazimo rjeSavaju¢i jednostavne primjere
u kojima nam je cilj uociti da umijesto dijeljenja
mozemo mnoziti reciprocnom vrijednos¢u djelite-
lia. Rjesavajuci takve primjere, uvjezbavamo i pri-
jelaz s dijeljenja na mnozenje, alii kako zamisliti Sto
se dogada u zadatku. Prvi primjer koji rieSavamo
glasi ovako:

Primjer: Umetni znak = ili #:

1
a) 6:3 6 -
) 3
Lijevi zadatak je trivijalan, a desni rije§imo na dva
nacina — i pismenim postupkom, i prisjetivsi se da
. I 1 Y
Je6~§ =3 -6 = - 0d 6 = 2. Uotavamo da su
rezultati lijevog i desnog zadatka jednaki.

Nakon toga zapocinjemo usporedbu samih zada-
taka. Trazim od ucenika da mi kazu $to je za-
jednicko, a Sto razliCito u ta dva zadatka. Lako
uoc¢imo da je zajednicki samo prvi broj 6. Nada-
lie, u lijevom zadatku imamo dijeljenje, a u desnom
mnozenje. Vezu izmedu drugih brojeva, tj. brojeva

1
2 o ucenici ne uoCavaju lako. Na pitanje kakvi

su ti brojevi medusobno, odgovaraju da su razliciti.
Tek nakon potpitanja kakve smo brojeve ucili na
proslom satu (ili upute da im usporedimo brojnike
i nazivnike), uoCavaju da su ti brojevi recipro¢ni.
Nakon toga im jasno kazem da sam desni zadatak
dobila iz lijevoga tako da sam:

1. prvi broj prepisala,
2. umjesto “:" napisala “-”,

3. umjesto drugog broja napisala njegovu recip-
ro¢nu vrijednost.

Nakon toga obradujemo b) primjer, u kojem ja za-
dajem samo lijevi zadatak 10 : 2, a od ucenika
trazim da po maloprije opisanoj logici sloze desni
zadatak, te ¢emo nakon toga usporediti rjeSenja.
Ucenicima je vrlo zanimljivo i izazovno to “slaganje
desnog zadatka”, te ubrzo shvate i zapamte logiku.

1
b) 10:2 10- =
) 2

Desni zadatak ponovo rijesimo na oba nacina — i
raCunskim putem, i kao “pola od 10" te uocimo
jednakosti rieSenja lijevog i desnog zadatka.

Razmislimoi je li logi¢no da ¢emo dijeljenjem bro-
ja 10 s 2 (dok to izgovaram, pokazujem lijevi zada-
tak), dobiti pola od 10 (pokazujem desni zadatak).
Hoc¢emo li uvijek dijeljenjem nekog broja s 2, do-
biti pola od tog broja? Dakle, je li dijeljenje s 2 isto

Sto i mnozenje s =7
2
Sli¢nu analizu napravimo i za a) primjer, te uo¢avamo

da je dijelienje s 3 isto Sto i raCunanije trecine, t]. isto

Sto i mnozenje s 3

Sli¢no tomu, §to dobivamo kad dijelimo s 5? Je i

1
to isto kao i mnozenje s 57 ... Naziremo logiku

prijelaza s dijeljenja na mnozenije.

Dijeljenje razlomka prirodnim
brojem

U c) primjeru opet zadam samo lijevi zadatak, a
ucenici slazu desni (i tako nastavljamo u svim slje-
dec¢im primjerima).

03

N =
W =

c) !
2
Kao i u proslim primjerima, i ovdje desni zadatak ri-

jeSimo i raCunski i kao 3 od o a zadnje predo¢imo

skicom @ .
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Lijevi zadatak nam je nesto novo (dijelienje u ko-
1

jem imamo i razlomak), no jasno je da tu broj 2

dijelimo na 3 jednaka dijela, a upravo to prikazuje i
zadnja slicica. Uo¢avamo jednakost rezultata, ali i
(ponovo) jednake nacine razmisljanja u “podijeli s
37, “uzmi tre¢inu” i “pomnozi s 5 Vidimo da je
¢ak i slicica koja to predocCava ista.

Dijeljenje prirodnog broja
razlomkom

1
d 3: 3 3-2
Desni zadatak je trivijalan, no pitanje je kako za-
misliti Sto se dogada u lijevom. Naravno, prvo pre-
pustim ucenicima da sami razmisle i kazu ideje, a
nakon toga se prisjetimo kako u zadatku 200 : 50
dolazimo do rjeSenja. Pitamo se koliko puta broj

50 ide u broj 200, pa ¢emo se u zadatku 3 : 3

1
pitati koliko puta broj 7 ide u broj 3. Konkretnije,

koliko puta moramo uzeti po pola kruha da bismo
imali tri kruha? Odgovor je 6, te opet uo¢imo jedna-
kost rezultata lijevog i desnog zadatka. Naravno, i
skiciramo.

| ovdje ¢emo lijevi zadatak rijesiti pitajuci se koliko
puta broj 9 stane u 7. No, za razliku od proslog
primjera u kojem smo lako skicirali i brojili (imali
smo manije brojeve), ovdje se treba domisliti nekim
“preCicama”, tj. tomu da prvo uoc¢imo koliko deve-
tina ima u jednom cijelom (ima ih 9), a onda to
mnoZzimo sa 7 (da bismo dobili koliko je devetina
u 7 cijelin). Dakle, ovdje smo zbog neprakticnosti
brojenja (dugo bi trajalo) prisiljeni uocitiiracun 7-9!

Time uocavamoilogiku zasto 7 : 5 raGunamo kao

7 -9. Opet uotavamo logican prijelaz s dijelienja
na mnozenje!

Dijeljenje razlomka razlomkom

1 1 1
) =:- -4
) 2 4 2
Desni zadatak znamo rijesiti od prije, a lijevi rjesa-
1 1
vamo razmisljajuci koliko puta broj 1 ide u broj X
tj. koliko Cetvrtina trebamo uzeti da bismo imali po-

lovinu. Skiciramo , @ mozemo se opet sjetiti
i primjera s kruhom (koliko Cetvrtina kruha treba-
mo uzeti da bismo imali pola kruha), te dolazimo
do rezultata 2. Opet uo¢avamo jednakost rezultata
lijevog i desnog zadatka.

Ovdje je malo teze uoCiti kako povezati §to se
1 1.1

dogada u zadacima = : — i = - 4, tj. kako objasniti

da oni “imaju istu logiku”. UcCenici Sestog razre-

da uglavnom ne mogu pratiti to objasnjenje, no za
Citatelje ovog ¢lanka, objasnjenjem zaokruzimo i taj
dio price:
: L . 4
Krenimo od zadatka 1 : 1 Njegov je rezultat 4 jer
1
broj 1 Cetiri puta ide u broj 1. Sad umijesto broja

1 1
1 u taj zadatak ubacimo broj 5 Buduci da broj 3

1
¢ini pola broja 1, logi¢no je da ¢e broj 1 u jednu
polovinu stati napola manje puta nego Sto stane u

1
broj 1, ato je napola manje od 4, t]. 3 -4. Budu¢ida
1 1
se upravo u zadatku 5 : 1 pitamo Kkoliko puta broj

1 1
I stane u broj > upravo smo objasnili da do tog

1
rezultata dolazimo racunajuci 3 -4. Time smo spo-
1 1.1
jilirazmisljanja u zadacima > :IZ ilz ~4,1tj. zakljudili
daje i logiéno da vrijedi = : — = — - 4.

smo da je i logi¢no da vrije |2 17

1 1 1

— : — [ 2
933 4

Desni zadatak opet lako rijeSimo (znamo ga od
prije), no lijevi uspijeva razumjeti samo mali broj
u€enika. Naime, ovdje se pitamo koliko puta broj
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1 1
7 ide u broj T a on ne ide ni jednom (veci broj

pokuSavamo “utrpati” u manj). Ipak, nekim je

ucenicima intuitivno jasno da je odgovor ok Opet
uocimo jednakost rezultata.

1 1 1
Koja je logika jednakosti 1 : = = - -2 mozZe se

2 4
objasniti sli¢no kao u f) primjeru, dakle usporedu-

ju¢i sa zadatkom 1 : 3

Racunski postupak i svojstva
dijeljenja razlomaka

Nakon gornjih primjera u¢enici i sami znaju lijepo iz-
re¢i/opisati koji je racunski postupak dijeljenja raz-
lomaka. Zapisemo ga (rije¢ima) te kre¢emo na
uvjezbavanje. Za vrijeme uvjezbavanja dobro je
ubacivati i zadatke kroz koje uoGavamo svojstva
dijeljenja — i ona koja poznajemo od prije (za koja
od prije znamo da vrijede za prirodne brojeve, pa
sad uoc¢imo da vrijede i ovdje), ali i neka nova koja
dosad nismo imali prilike uoditi (jer nismo racunali
s razlomcima):

o dijelienjem razlomka sa samim sobom dobiva-
mo broj 1 (pojasnimo i logicki Sto se dogada u
takvom zadatku, a rije$imo i racunskim postup-
kom);

o dijeljenjem razlomka brojem 1, dobivamo isti ta;
razlomak;

2
o dijeliti s nulom i dalje ne mozemo, npr. 3 : 0
nema riesenja;
o dijelienjem nule s razlomkom dobivamo nulu,
npr.0: = =0;
Proe3

e rezultat dijeljenja i dalje mozemo provjeravati

mnozenjem u suprotnom smijeru (npr. ako je
7 5 14 onda vriiedi | 14 5 7
- = = — vrijedi | — - = = — —
9° 6 15 eds 9
provjerimo to barem u jednom zadatku);

e ako je brojnik/nazivnik djeljenika djeljiv s broj-
nikom/nazivnikom djelitelja, onda dijeljenje raz-
lomaka mozemo izvrsiti jednostavno dijeljenjem

| W

brojnika/nazivnika, npr. — :
jnika/nazivni p 35

4 Prit
= =. Pritom
ucenike treba upozoriti da ne ucine “slicno” u

12
— (treba paziti na smijer di-

3
datk L —
zaaunpr35 5

jeljenjal);
e ako dijelimo prirodne brojeve (npr. 3 : 5), re-
zultat — se vidi odmah jer razlomacka crta oz-

nacuje dijeljenje, no isti se zadatak moze rijesiti
i dopisivanjem jedinica u nazivnike, 3 : 5 = % :
5 3 1 3 o
1 = 1 . § = § te se dobiva isti rezultat. S
ucenicima to treba komentirati jer kad im se us-

red hrpe zadataka s razlomcima ubace ovakvi
zadaci, vec¢ina uCenika “zablokira” uz komen-
tar “3 : 5 se ne moze izracunati!”, te ne znaju
Sto bi dalje. Isti se problem pojavi i poslije ako
medu zadatke s viSe racunskih ubacimo npr.
(I—=1:4):(1—-1:2),

o ako djeljeniku i djelitelju zamijenimo mjesta, do-
bivamo recipro€an rezultat. To se lako uoCi kad

2
imamo prirodne brojeve (npr. 2 : 3 = 3 a

3
3:2 = 5). Vrijedi li to i za razlomke?. ..
Mozemo li, koriste¢i se tim saznanjem, odmah

reci koliki je (sredeni) rezultat zadatka 6 : 427

e ako dijelimo brojem manjim od 1, kakav je ko-
licnik u odnosu na djeljenik? Kroz zivotne prim-
jere treba pojasniti $to se dogada u takvim zada-
cima (sjetimo se pojasnjenja iz d) primjera). . .

Ovdije bih jo$ posebno istaknula dva detalja na ko-
jima sam uocila da ucenici Cesto grijese, te im na
to treba skrenuti paznju:

e kod dijelienja s mjeSovitim brojem, npr. u zada-
ku 15 : lg, mnogi ucenici ve¢ kod pretvaranja

u razlomke umijesto dijeljenja zapiSu mnozenije,
1 1

15 : 1§ = 3 3’ sto je, naravno, krivo! Kad im

prvi put zadam takav zadatak, obi¢no im kazem

neka ga svatko sam rijeSi u biljeznici, a nakon
toga ¢emo usporediti rezultate. Kod uspored-
be rezultata nastane “svada u razredu” (svatko
je uvjeren da je ba$ on to¢no rijesio). . . Zatim,
a da im ne kazem Cije je rieSenje toc¢no, trazim
nekoga od ucenika (izaberem nekoga tko ima
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krivi rezultat) da mi izdiktira postupak (ja ga za-
pisujem na ploci), te se uvijek na onom proble-
mati¢cnom/krivom detalju jave oni koju su shva-
tili da tu ne ide mnozenje. . . Dakle, treba jasno
naglasiti da se dijelienje pretvara u mnozenje
tek onda kad umjesto djelitelja piSemo njegovu
recipro¢nu vrijednost. Te dvije pretvorbe, “di-
jelienje — mnozenje” i “djelitelj] — reciprocna
vrijednost”, idu ruku pod ruku zajedno. Nakon
takvog pojasnjenija, vecina uéenika to zapamti.
e ucenici se Cesto neprecizno izrazavaju, te neri-
jetko uopce ni ne razumiju razliku izmedu npr.
“podijeli na pola”, “podijeli s pola” i “podijeli na

dva jednaka dijela”. Mnogi u zadatku 3 : 3 br-
zopleto o¢ekuju da ¢e rezultat biti pola broja 3,

). 15. Stoga treba komentirati kako ¢e glasiti
zadatak u kojem broj 3 dijelimo na pola, a kako
onaj u kojem broj 3 dijelimo sa pola. U kojem
od tih zadataka zapravo broj 3 dijelimo na dva
jednaka dijela? Kojije gdje rezultat? Jesulijed-
naki? Ovdje se prisjetimo i da je = - 3 zapravo
“pola broja 3". .. Nije lako sve to pratiti. . .

Zivotni zadaci

U Zivotnim zadacima ucenici dosta dobro prepoz-
naju je li rije¢ o zadatku u kojem imamo dijeljenije,
a pogotovo ako se u samom tekstu zadatka spo-
minje da se nesto dijeli. Medutim, mnogi imaju
problema s interpretacijom rezultata. Promotrimo
rezultate u sljedec¢im zadacima:

Zadatak 1. Valentin je dobio zadatak da 10 kg
3

Secera raspodijeli u vre¢ice u koje stane Zkg

Secera. Koliko mu je takvih vrecica potrebno?

3 1
Dijelienjem 10 : 1 dobivamo 135. Je li prirod-

no odgovoriti da Valentinu treba 13% vre¢ica? Sto
nam taj rezultat zapravo govori o tome kako ¢e on
napuniti vrecice i koliko onda on vrecica zapravo
treba?

Zadatak 2. Ivan 10 kg Secera treba podijeliti na 4
jednake hrpe. Koliko ¢e Secera biti na svakoj hrpi?

1
Dijeljenjem 10 : 4 dobivamo 25. Trebamo liiovdje
1
broj 25 zaokruziti na cijeliili ovdje u odgovoru treba

1
ostaviti upravo broj 25’?

Zadatak 3. Za izradu jednog ¢arobnjackog plasta

krojacici je potrebno lﬁ m platna. Koliko takvih

plasteva moze napraviti od 6§ m platna?

I 4 1 . 2 ,
Dijeljenjem 65 : IE dobivamo 6ﬁ' Kako ovdje
interpretirati rezultat? Koji je odgovor na postavlje-
no pitanje?

Dakle, u prvom zadatku dobiveni rezultat zaok-
ruzujemo na vece cijelo, u drugom ga uopce ne
zaokruzujemo, a u treCem zaokruzujemo na manje
cijelo. Mnoga se djeca izgube u tome. . .

Objasnjenje pozadine
racunskog postupka
dijeljenja razlomaka

Jeste li se ikad upitali otkud taj “Cudan postu-
pak” dijeljenja razlomaka, u kojem prelazimo na
mnozenje s reciproc¢nom vrijednos¢u? Jeste li pro-
nasli objasnjenje za njega? Je li se ikoji vas profe-
sor matematike za vrijeme vaseg Skolovanja upus-
tio u objasnjavanje toga? Mozda je vama kao
uCenicima/studentima zadao da istraZite zasto je
tako? Vjerujem da su mnogima od nas odgovori
na vecinu ovih pitanja negativni.

lako nije trivijalno otkriti objasnjenje pozadine tog
postupka, s druge strane nije ga ni pretesko shvatiti
ako objasnjenje rascjepkamo na nekoliko koraka.
Objasnimo to na primjeru 5 : 7 Kad ne bismo
znali koji je postupak dijelienja, kako bismo raz-
misljali pri rieSavanju ovog zadatka? Bismo li dosli
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do mnozenja recipro¢nom vrijedno$éu? RijeSimo
taj zadatak u Cetiri koraka:

1. korak:
U ovom koraku zadrzimo samo broj 7 u nazivniku
djelitelja, a umjesto ostalih brojnika i nazivnika sta-

1
vimo jedinice. Dobivamo zadatak 1 : 7 Pitamo se

1
koliko puta broj 7 stane u 1. Iz same definicije poj-
ma sedmine zakljuéujemo da stane 7 puta. Dakle,

1
1:==17.
7
2. korak:

Ubacimo u igru i brojnik djelitelja. Dobivamo zada-

tak 1 : 7 Pitamo se koliko puta broj 7 ide u broj
2
1. U trazenju odgovora uo¢imo da je broj 7 dva
1
puta veci od broja 7 te ¢e stoga on u broj 1 stati

1 1
dva puta manje puta nego broj 7 Kako 7 u broj
2 7
1 stane 7 puta, onda broj 7 u 1l stane 7 : 2, tj. 3
ta. Dakle 1 2_7
uta. Dakle 1 : = = —.
P 772

3. korak:
Sad uvedimo u igru i brojnik djeljenika. Dobivamo

2
zadatak 4 : 7 Iz drugog koraka znamo da 7 ul

7
ide 3 puta, a kako je broj4 cetiri puta veci od broja
2
1, onda ¢e broj 7 u njega stati cetiri puta vise puta,
7
tj. 4 - 2 puta. Takvim razmisljanjem zakljuCujemo

2 7
dajed: -=4- -,
7

2
4. korak: )
Sad napokon razmotrimo cijeli zadatak, 3 : 7 Iz
. , 2 7
treceg koraka znamo da je 4 : 7= 4 . o tj. da

2 o 7 0
broj 7 u broj 4 ide 4 - 3 puta. Koliko ¢e onda on
4
puta stati u broj koji je 5 puta manji (tj. u broj g)?

. : . 7
Jasno, stat ¢e 5 puta manje puta, tj. 4 - 3 . 5.

Mi matematicari lako uo¢avamo da je to jednako

4.7 . A2 4T
pa smo time zakljucili da je 5 o=

572 752
Na isti nacin moZze se dokazati da za bilo koja Cetiri

a c a d
rirodna broja a, b, ¢, d vrijedi - 1 — = — - —.
P o e Vel T e

Naravno, ova objasnjenja nisu primjenjiva u osnov-
noskolskoj nastavi matematike jer ¢e malo koji os-
novnoskolac to moc¢i pratiti. Ona su navedena da
bismo za Sitatelje MiS-a zaokruzili priéu o dijeljenju
razlomaka.
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