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 �� �� 	 � �� 
� ��������� ��%���� ��� �

& �� ��� ���� ��� ����� "����# �������� ��� �� ���� �

� ��� ���� �
 �� � �� ���� � ��� ��� ��� ���"���� ����

����#��� �� � 	 � ���� 
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 ������
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�� �� ��� �� 
� � ������� ������� N = {1, 2, 3, . . .}�
$� ��� ���� �� ��� 	 ���� ���� ����� � � ������ ���

	 � ���� ��� �� � �� �� 
 ���� ���	 �� ����
 � ������

�� ����

������� ��� 	����� ���� �����

� ��� ���� ��	���� �

��� �� S ���� ������ �� ����
� ��
���� a : N→S

���� �� ��� ��������� (����������a(n) �� �
����

���� �� ���� �
��	 � an �����	 � � ����	
��� ���� �

�� �� S ���� 
� ������� ���� � ��%���� ���� ��

��	�
�� ������ ���� � �  S � ��� 
� � 
� � R����

�� ������)���	 � � ��	 � ��� ��� � 	 � �� ����� ��� �

��	��� ��
����

�� ��� � ��	 � ��� 	 � � � �����
� ���� �� ���

�� �
��	 � (an)��� ��� ���� �������� (an) � 
*a1, a2,

a3 . . .�

�����	 �� a1 � ����a2 ��
���a3 �������� ����� ��� �

�� ����+� �� �� �� � an 	��� ��� ����� �

���������������1, 2, 3, . . . , n, . . . 
 ���� � 	 � a1�

a2�a3, . . . , an . . . ���
 �� ������ � ��� � ��� ��� ���� �

(���	 � �� � �� ����� � � ��%������ �	 � ��� ��

�� ��� 	 ���� ��� ���� � ��� � 
� N �	 � ��� ��

�� ��� 	 ���� ��� ���� �,����	 � ������ 
 Nn =
{1, 2, 3, . . . , n}� � ���	 � �� �� Nn � 
� �� n

� ������ � ������� ������� "��� �� � ��� � �� �� �� � 
�

n ����� ��� ���� � �� �� ���� ������ ��� � �� �
��-���

�
� �	 � � � �� 
�������	 � � � 	 � ���� �� ������ �#�

�� 
	 ��� �� �
���� a : N → S ��%���� 	 �

a : Nn → S� ���� �
 �������a1� a2� a3, . . . , an

��� �����	����	� ���� �����	���

�� �� � �� �n ∈ N ���� (an) �������an+1 ≥ an�

� ���	 � �� �� ������ a(n) ������� ������������� ��

� �  �������an+1 ≤ an���� �� �������� �����������

�� 
 ������%�����
	 ��� �� ��� ��� ≥��������

≤� ������� ��� ���>� ������� <� ��� �� ���	�	

��������������� ���	�	 ���������

��� ����� "������# �� � �
�����"������# � � �� �
������

�� ����	�	� �	�	�	� ����

�� �
 � ����� �������� ����� ���� ��� �an = c�����

�� c ��� �� ��������� �� ������ ����	���������

�� �� ��� (an) � �� ������� �� �����m��� � �� ��

� �� �n �������an ≥ m�� ���	 � �� �� ��� 	���

	�	��	� '��� m ���� �� �	��� ��� ����	���

	����� ���� �

�� �� ��� (an) � �� ������� �� �����M��� � �� ��

� �� �n �������an ≤ M�� ���	 � �� �� ��� 	���

	�	��	��'���m � � ���� �	���� ��� ����	����

	����� ���� �

.� ��� ����� �	 �-��������� �������� � ���	 �

�� �� 	��� ����

!������ ��	 ���*�� � �
���� � �� �
���	 ���������� �� �

��	 �-�������� �� ��%���� �
 ��� �
������� �� �� ���

�� ��� ������ ������ �� ��� �� ���� 	 ���� �  �� ����� �

���������	 ��� ��� �
���� 
 ���� �� ��	 ��� R �� �

	 �������� ����	 ��	 ���	 ��������	 � ��� 
� �	

N�

.� ��� (an) �� ������ � ���� n ��%���� �� ���� �

sn = a1 + a2 + . . . + an =
k=n∑

k=1

ak� �������	 �

n��� ���	����� ���	� ���n��� ��������� ���� ���

���� �

!� �� � � �� �� �� ����� (an) 	 ���� ��%���� ����� ����

��	 ���� �������� (sn)�$� ��� ���� �� ����	 (an)
����-����� (sn)�������� ��	 � � �� �� ���� ��������

���� ����

��� 	 ���� ������ �� ��� ����� �� ���� �

• � � ��������� ����� ��� ��������� �� � � �� ��� (an)
�� �� ����� ��	 ��
����	 ��� ��� �an = a(n)/

• +� �� �� � ��� 	 ���� ������ �� �� ������ � ������ 

��� ���� ��� ���� �
� � ������ �� �� �� 
����� ���

�������� ��� ����-
�
 ���/

• 0 �
�����	 � �� ��� � ���� ���	 ���	 � � �� ��

��� ����� ���� ��� �� � �	 ��
 ������ � ��� ���� 

��� ���� �
� �� ������ ��� � ������ � ��� ��/

• �������������	 ��
 ������ �� ��� ������	 
����

��	 � "�� � ��	 ���� �� ���� ���	�������� ��� ��

�� �� �� ���� ��� ��� ��� �� ���� #�

��



� � ��� � ����� 	
��

& �� ��	 � � �� � ��� ������� ������ � ��	 ���� �

������ �� .� �� �� �� ������*

�� an = 5n − 7/

�� an = 3n2 − 5n/

� an =
2n + 34

3n + 1
/

�� an =
(

3

4

)n

+
(

1

2

)n+4

/

� an =
75

n
−

n2 + 3

2
/

���� �
�� ������	 �� ������
������������������ ������ ��

����������

�� a1 = 5 · 1 − 7�a1 = −2/

�� a2 = 3 · 22 − 5 · 2 = 12 − 10�a2 = 2/

� a3 =
2 · 3 + 34

3 · 3 + 1
=

40

10
�a3 = 4/

�� a4 =
(

3

4

)4

−
(

1

2

)8

=
34

44
−

1

28
=

81 − 1

44

=
80

16 · 16
�a4 =

5

16
/

� a5 =
75

5
−

52 + 3

2
= 15 − 14�a5 = 1�

������ �� �����
 �� �� �� �� ������� *−7�−
1

5
�

10�17�−11 ��� �������� an =
3n + 4

2n − 3
1

���������� '��� x �� ��� ��� �� ��� ���� � � 	 � � �

� �� ����������	� ���� n��� � �� �������
3n + 4

2n − 3
= x�

& �� ��� �� 2nx − 3x = 3n + 4�n =
3x + 4

2x − 3
�,���

���	 � ���� x �� �� �� ��������������	 � ����	 *

• n =
−21 + 4

−14 − 3
=

−17

−17
= 1, n ∈ N/

• n =
−

3

5
+ 4

−
2

5
− 3

=
−3 + 20

−2 − 15
=

17

−17
= −1�

n ���� � ������ �����/

• �� x = 10 �������n =
30 + 4

20 − 3
= 2�n ∈ N/

• �� x = 17��	 � 	 � n =
51 + 4

34 − 3
=

55

31
�n ����

� ������ �����/

• ���� �� �� � �� x = −11�n =
−33 + 4

−22 − 3
=

29

25
�

n ���� � ������ ������

& � �� �� �� ������� ��������−7 �10 � 
 ��� ������ �

�� ��� ���� � � �� �� �����
� +� �� �� � ����	 � �� ��

a1 = −7 �a2 = 10�

������ �� , ���
 an = 3bn + 2 ������b �� � ��

�������� ��
�� 23������� 
 ��	 ��
�� �
 � ������� �

���� 1

���������� .� n = 3 �������an = 20� .� �� ��

3 · b · 3 + 2 = 20�b = 2�4 ���� ����� ���� ��� ��

an = 9n + 2���� �� �� �������� �a100 = 902�

������  � .� ��� an =
pn − 1

pn − 8
� p ∈ R �������

a5 = 2�& ���������������� ����� �

���������� +� �� �� �� � ��� �� � �	 � 	 �
5p − 1

5p − 8
=

2�10p− 16 = 5p− 1�5p = 15�p = 3�& � ����� �

���� �� an =
3n − 1

3n − 8
�$ ���� ������������ ����� ����� �

.� n = 6��	 � 	 � a6 =
18 − 1

18 − 8
�a6 =

17

10
�

������ !� .� �� ���
 ������an =
n + 11

n − 3
�

bn = n2 − 6n + x� & �����x �� � �� � � �������

��� ��
�� �� �
 
 � ���	 ��� �
�

���������� ������� ����� (an) �� a5 =
5 + 11

5 − 3
�

a5 = 8�)��� ����b5 = 8��� �� �� 52−6 ·5+x = 8�

x = 13�

������ "� .� �� ���
 ������an = 4n − 7 �

bn = 2n2 − 3n + 5� ������� ��� � ��� � 
� �����

��� �� �� ������ "���
���� � ����	 ������	 � # �� � 


�� ���� �� ��� ���� ����� �1

���������� $ ���� ������������ � ��� ���* � �� ���� ��

� ��������������p �q��� � �� ��

|ap+1 − ap| = |bq+1 − bq|.

�� ���������	
�� ����
���� � 	 �����



ap+1 − ap = 4(p + 1) − 7 − (4p − 7) = 4.

bq+1 − bq = 2(q+1)2−3(q+1)+5−2q2+3q−5

= 4q − 1.

0 � ���� ���� ��� ��� �
 �
� ����� ��� ���� � ���� ���

�� ����� � �� 5� .� �� ��	 ��� �� ����4q − 1 = 4�

q =
5

4
��� �� �� ��	 ��
�� ���

5

4
���� � ������ ������

������ #� .� �� ���
 ������* an = −5n + 4�

bn =
7n + 2

2n + 1
� cn = n2 − 40n − 1� +� � ��� � 	 ��

��������� �� �� �� �� ������ �

���������� +� � ��� ��	 ������������� ���� ��� ��
��

�������� ���� ���� 	 ������������������	 �� � �� ���

	 ������������ 
��������� ����� �� � �
������ � �� �
���

���� ����	 � ��*��� �� �� � �
��� � ��

an+1 ≥ an ⇐⇒ an+1 − an ≥ 0,

�� � �� �n ∈ N�

+� �� �� �� � �� � � �� �
�� ������ an+1 − an ≤ 0�

(���	 � �� �� 	 ������������� ����-��� � ������ �

�	 ���� �� an+1 − an�.� �� �� �
�� 	 � ��� �*

an+1 − an = −5(n + 1) + 4 + 5n− 4 = −5 < 0.

��� an �� � ����� � � �� �
���

bn+1 − bn =
7(n + 1) + 2

2(n + 1) + 1
−

7n + 2

2n + 1

=
7n + 9

2n + 3
−

7n + 2

2n + 1

=
(7n+9)(2n+1)−(7n+2)(2n+3)

(2n + 3)(2n + 1)

=
3

(2n + 3)(2n + 1)
.

'
�
���� (2n + 3)(2n + 1) > 0 �� � �� �n ∈ N�

�� �� bn+1 − bn > 0��� ��� ���� �� � ����� �� � �
���

cn+1 − cn = (n + 1)2 − 40(n + 1)

− 1 − n2 + 40n + 1

= 2n − 39.

& �� ��� �� ��
�
��	 � �� ��� ���� n ∈ N� ��

n < 20�cn+1−cn < 0�� �� n > 20�cn+1−cn > 0�

.� ��
�
��	 � �� �� �� n ∈ [1, 19] ��� cn � ����� � � �

�� �
��� � �� n ∈ [20,+∞] � ����� �� � �
����� ��� �

��� ���� 	 �������

������ $� +� � ��� ��	 �-����������� *

�� an = 7n + 8/

�� an = −3n − 30/

� an =
3

n + 1
/

�� an =
3n − 5

n + 1
/

� an = (−1)n · n�

���������� $ ���� 
�������� �� ���� ����� ����������m

�M��� � �� �� � �� �� �����������n ��������� ��	

����� �� �������� ����
 ���� ��� *an ≥ m�an ≤ M�

�� (��������� ������� �� ��* n ≥ 1� 7n ≥ 7�

7n + 8 ≥ 15/ an ≥ 15� '���m = 15 �� ���

��� 	 �-� ���� ��� � �� ������� �� �M��� � �� ��

n ≤ M��� � �� �� ������ �����n�.� �� �� � �� ����

M��� � �� �� 7n + 8 = an ≤ M� (���	 � ��

�� �� �� ����� � �� ��������� �� �� � �� ����������

	 �-� ���� (an) �� �	 �-��������/

�� ����
� � 	 � � � ��� � ��� �������* n ≥ 1�

−3n ≤ −3�−3n− 30 ≤ −3− 30�an ≤ −33�

.� ��
�
��	 � �� � �� ���������� 	 �-� ���� � ��

��� ��� �� ��� �	 �-�������������� 
�� �� ����

�� ������ ��� �� �� ��� ���� �	 �-��������/

� .� � �� �� �����������n �������n+1 > 0�$ � �-��

�� 3 > 0������������ �
 � �������� ������� ��

� ������� ������.� �� �� an > 0 �� � �� �n�+� ��

�� �� � n + 1 ≥ 2����� ���� ��
3

n + 1
≤

3

2
�

�� ��� � an ≤
3

2
� +� � ���� �� ��
�
��	 � �� ��

0 < an ≤
3

2
�(���	 � �� �� ��� �	 �-��������

�� ����������� ��� ���� �� �	 �-��/

�� .� �� ����� �� � ��� �	 � 
 ����
*

an =
3n + 3 − 8

n + 1
=

3(n + 1) − 8

n + 1

= 3 −
8

n + 1
.

��



� � ��� � ����� 	
��

+� 2 ≤ n + 1 < +∞� �� ��
�
��	 � �� ��

−1 ≤ 3 −
8

n + 1
< 3����−1 ≤ an < 3���� ��

�� ��
�
��	 � �� �� ��� �	 �-���

� +� � ����	 � ������ ��� ���� ���� * −1, 2,−3, 4,

−5, 6,−7, 8, . . .� 6 � � �� ��
��	 � �� ��� ����

�	 �-���������������������

������ %� .� ��� (an) �� �� �� �� sn = n2 − 2n�

& �����*

�� ������� ������ ��� �� ���� /

�� � ������� ����� /

� �� ����� ����� �

����������

�� a1 = s1 = 12 − 2 · 1�a1 = −1/

s2 = 22 − 2 · 2� s2 = 0� a1 + a2 = 0�

a2 = −a1 = 1/

a1 + a2
︸ ︷︷ ︸

0

+a3 = s3�a3 = 9 − 6�a3 = 3/

a1 + a2 + a3
︸ ︷︷ ︸

s3

+a4 = s4� 3 + a4 = 16 − 8�

a4 = 5�

�� ����
� �	 � �� � # 	 ���� �� ���� �
�� ������ ��

����� ����� � � ��� ���� ���� ����� ���� �
�� ������

� ��� ���� ��� ���� ���� � .� ��� ���� � �����	

����� �	 �� 	 ���� �������	 � �
��� .� 	 �����

�� �� ����� ���� �
�� ��	 ����
������ ����� 7 .� ��

� �� �
� � 	 � ��� �*

a1 + a2 + . . . + a99
︸ ︷︷ ︸

s99

+a100 = s100

s99 + a100 = s100

99
2 − 198 + a100 = 100

2 − 200

a100 = (100 − 99)(100 + 99) − 2 = 199 − 2

a100 = 197.

� (������*

a1 + a2 + . . . + an−1
︸ ︷︷ ︸

sn−1

+an = sn,

��� �� ��

sn−1 + an = sn,

���

an = sn − sn−1.

& �
 ���	 
�
 ����� �� ���� � � 	 �����.� �� �� �����

�������*

an = n2 − 2n −
[

(n − 1)2 − 2(n − 1)
]

= n2 − 2n −
(

n2 − 2n + 1 − 2n + 2

)

an = 2n − 3.

& �� �� �� ��������� �������� ��� ���� ����� ��

�������������� �� �� � � � �	 � �� an = 2n − 3 ���

�� ��� �� �������� ��	 �����* a1 = −1�a3 = 3�

a21 = 39�a100 = 197�a12345 = 24687�

����� �� �� ��
 ������ � �� ��
 ��� �� �� �� �� � 	 ��� �

	 � ������ ������ � � �	 � �� ���� � sn �� 	 ���� ��

�� �� ������ ��� �
���� s(n) ��� 	 ��� ����s(0) = 0�

$� �� �� �� ��� s(0) ��� ���� 8���� �� 	 � �
�� ��� ���� 9

���� ��� �� �� 	 ���� ���������� ��������� �������� �
���

$ � � � 	 �� � ��	 ������ 
 ���	 �� �� �
 �� sn =
n2 − 2n �������������� �� �
������ �� � 	 �� 
	 �

����� ��� ���� �� ��� �� ��sn = n2 − 2n − 5�
�������

��� 	 � �� �� �� �� ��  ��	 � ����� ���� ��� ��� ���� ��

�� � �� �� �sn �� � �� ���������� �� �
������ $� ��

�� �� ��� �� s(0) = −5 �= 0�

���������� �� �� � �� � �
�� � �� ������������ � �� �� �� 

"� ��	 ��� :#� � � 
	 ��� �� sn = n2 − 2n 
�	 ���

sn = n2 − 2n − 5�

������ �&� , ���
 (an) �� �� �� �� � ������ �� �� �

��� ���� � ����	 ��� �* 1, 3, 5, 7, 9, 11� & �����

����������� ��� ����	 ���� ����� �

���������� ����� ���� �� �� �������	 � �� �� �� �� ���	 �

����� � �	 ��������� ��� ����� � ���� �������� �

�� ��  ����� �������� ���	 ����� �����.� �� ��  ��	 �

�������� ��� ����� ������� ��� �� �� ��������� �� ������� 

��� ��� ������� x �� ��� �� a7 = x�

0 � �	 ������ 	 � ����� �*� �� ���� ����� "���	 � ����#

�� �� 2������ � ��� ������	 ����	 � �� ��
������ ��

a7 = 13�+� �� �� ���� ��
�
��	 � �� � 
 �� �� ������

������� �������� "��� # ��� � ��� � ������� ������� 


�� ���� ��	 � �������	 
��-� �
�.� �� �� a7 = 13�

�� ���������	
�� ����
���� � 	 �����



���	 � ��� �	 � � � �� ������ �� �� �� ���	 
�� 	 � *

��

an=[1+(n−1)(n−2)(n−3)(n−4)(n−5)(n−6)]·(2n−1);

�� an=
2n − 1

1+(n−1)(n−3)(n−3)(n−4)(n−5)(n−6)
;

��

an=
(n−1)(n−2)(n−3)(n−4)(n−5)(n−6)+(2n−1)

1+(n−1)(n−3)(n−3)(n−4)(n−5)(n−6)
.

6 � � 
�����	 � �� � 
�
 � �� �	 �� ��� ����
 �����

�� � �� �� � � ������ ��� ���� 
� �� �� �� �� ���������*

1, 3, 5, 7, 9, 11�)�-
��	 �
 � �� �	 �� �� ������

�� a7 �= 13���� �� �� ������ �������*

�� a7 = (1+6·5·4·3·2·1)·13 = 721·13 = 9373/

�� a7 =
13

1 + 720
=

13

721
/

�� a7 =
720 + 13

1 + 720
=

733

721
�

� � �� ��� �� ����� ������ ���� ���
 ������������� �

�� �� ��	 
�����	 � 
 ���	 � �� a7 �= 13�$ � �� ���

���� �	 � ��� ��� ��� 	 �����

'����� ���������� �� �
 
 ���
 (an) �� �� ��"���

�� �� ���� ��� 
����� # ��� ����*a1�a2�a3, . . . , ak�

���� � �� ������� ��� ��� 	 ���� �� ������� ������ �

��	 �� �� ��	 ��� ����	 � � $� �� �	 � ��������� � � 	 �

��%����� ���� �

������ ��� ��� (an) �� �� ��� ��
������	 ���� ��

��	 an+1 =
an

4 + an

�a1 = 3/ n ∈ N�& ������� ��

��� ����� �

���������� & ��� ��	 � ��bn =
1

an

��� �� ��*

bn+1 =
1

an+1

=
4 + an

an

= 4 ·
1

an

+ 1

bn+1 = 4bn + 1.

& �� ��� ��*

bn+1 = 4bn + 1

4bn = 42bn−1 + 4

4
2bn−1 = 4

3bn−2 + 4
2

4
3bn−2 = 4

4bn−3 + 4
3

· · · · · · · · ·

4n−2b3 = 4n−1b2 + 4n−2

4n−1b2 = 4nb1 + 4n−1
.

.�����	 � ����� ����� �� ����������	 �*

bn+1 = 4nb1+1+4+42+43+. . .+4n−2+4n−1
.

& �� ��� ������� b1 =
1

3
*

bn+1 =
1

3
· 4n +

4n − 1

4 − 1

=
1

3
· 4n +

1

3
· 4n −

1

3

=
2 · 4n − 1

3
.

& �� ��� ��*

an+1 =
3

2·4n − 1

an =
3

2 · 4n−1 − 1
.

���� ��� �
����� �����
�� �� � �
������� ��������� �������

��


