matematicka zrnca

Nizov

1. dio: Uvodno o nizovima
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Nedavno sam se s urednikom ovog ¢asopisa do-
govorio o suradnji u sliede¢oj Skolskoj godini. Ka-
da sam odlucio pocCeti o tome pisati, nikako nisam
mogao sastaviti prvu recenicu.

Naime, naiSao sam na problem matematicke stro-
gosti, kojoj se mora teziti u svakom matematickom
tekstu, a kojom, ni u jednom od pokusaja, to nisam
uspijevao.

Da pojasnimo o ¢emu se radi, napisimo tu prvu
reCenicu onako kako sam se na kraju odlucio, a
kojom jo$ uvijek nisam zadovoljan.

Profesor Daki¢ i ja dogovorili smo da ¢emo u ovoj
Skolskoj godini objaviti niz ¢lanaka o nizovima.

Na prvi pogled izgleda da je sve jasno i vjerojatno je
svaki Citatelj razumio §to smo se nas dvojica dogo-
vorili, Ali, kako ¢emo odmah vidjeti, to nije sasvim
u suglasju sa strogim matemati¢kim jezikom.

Sporna je rije¢ niz koja se u recenici pojavljuje dva
puta.

Druga od tih dviju rije¢i (koja se havodi u mnozini) je
matematicki pojam, o kojem Citatelj ne mora nista

!

znati, jer se s tim pojmom upoznaje upravo sada,
u Clanku. Dakle, ta je rije€ strucni naziv ili terminus
technicus koji se definira.

Prva rijeC to nije, jer inace reCenica ne bi imala
smisla. To je takozvana neutralna rije¢, uzeta iz
obi¢noga, svakodnevnog zivota i Cije znacenje pri-
hva¢amo iskustveno, bez definiranja.

Ovo znaci da ove dvije (iste) rijeci ne znale isto i
podsjeéaju nas na izraz idem non est idem (isto nije
isto), §to smo neko¢ udili u logici.

Stvar postaje jo$ slozenija ako prihvatimo da je i
prva rije¢ matematicki pojam.

Broj ¢lanaka, ma koliko ih bilo, je konacan, a svaki
je niz, ako se to posebno ne naglasi, po definiciji,
beskonacan.

To opet znaci da u tekstu, pa bio on i matematicki,
ne mozemo uvijek i pod svaku cijenu inzistirati na
dosljednoj matematickoj strogosti.

Da bi ¢itatel] mogao pratiti ovaj tekst, dovoljno je
da vlada osnovnim pojmovima o funkcijama i sku-
povima brojeva, od prirodnih do realnih. Posebno
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je vazan skup prirodnih brojeva N = {1,2,3,...}.
To znaci da se ovo moze obraditi kao posebna te-
ma dodatne nastave u bilo kojem razredu srednje
Skole.

Definicija, nazivlje i temeljni
POjmMovi O nizovima

Neka je S bilo koji neprazni skup, funkcijaa : N—S
zove se niz ili slijed. Vrijednosti a(n) te funkcije
Cesce oznatujemo a,, i zovemo ih €lanovima niza.

Ako je S neki skup brojeva, ovako definiran niz je
brojevni niz. Ako i je pak S podskup skupa R, niz
je realni. Mi ¢emo promatrati samo takve, to jest
realne nizove.

Ako niz promatramo kao cjelinu, onda ga oz-
nacujemo (a,), to jest Clanovi niza (a,) su: ar, az,
as ...

Pritom je a; prvi, a; drugi, as treci ¢lan niza i tako
dalje. Isto je tako a, op¢i ¢lan niza.

Prirodni brojevi 1,2,3,....,n,... u oznakama ay,
a, as,...,a,...zovuseindeksipripadnih ¢lanova.

Vidimo da svaki niz, po definiciji, ima besko-
na¢no mnogo ¢lanova, jer skup N ima besko-
na¢no mnogo Clanova. Uvedemo li oznaku N,, =
{1,2,3,...,n}, kazemo da je N, skup od n
pocetnih prirodnih brojeva (Cesto piSe da je to skup
n prvih ¢lanova, $to nije dobro, jer svaki uredeni
skup, ma kako ga urediliima samo jedan prvi ¢lan).

Ako umijesto funkcije a : N — § definiramo
a : N, — S, onda su brojevi a, ap, as,...,a,
Clanovi konacnog niza ili sloga.

Ako za svaki n € N iniz (a,) vriledi @, > a,,
kazemo da je slijed a(n) rastuéi il uzlazan. Ako i
pak vrijedi a,+1 < a,, niz je padajudi ili silazan.

Ako u ovoj definiciji umjesto znakova >, odnosno
<, vrijede znakovi >, odnosno <, niz je strogo
rastuci, odnosno strogo padajuci.

Niz koji je (strogo) rastuéi ili (strogo) padajuci zove
se (strogo) monoton niz.

Ako su svi ¢lanovi niza jednaki, to jest a, = ¢, gdje
je ¢ realan broj, niz je stalan ili konstantan.

Ako za niz (a,) postoji realan broj m, tako da za
svaki n vrijedi a, > m, kazemo da je niz omeden
odozdo. Broj m zove se donja meda ili donja
ograda niza.

Ako za niz (a,) postoji realan broj M, tako da za
svaki n vrijedi a, < M, kazemo da je niz omeden
odozgor. Broj m se zove gornja meda ili gornja
ograda niza.

Za niz koji je omeden i odozdo i odozgor kazemo
da je omeden niz.

Svi ovi pojmovi: rastuci, padajuci, monoton, stalan
i omeden sli¢no se definiraju i za funkcije, sto je bi-
lo i za oCekivati, jer se realan niz moze shvatiti kao
restrikcija realne funkcije u kojoj je domena R za-
mijenjena novom domenom, njezinim podskupom
N.

Za niz (a,) i prirodan broj n definira se izraz
k=n

Sn =a1+a+...+a, = Y a, koji zovemo
k=1

n-ti djelomicni zbroj ili n-ta parcijalna suma tog

niza.

Sada se za zadani niz (a,) moze definirati niz dje-
lomi¢nih zbrojeva (s,). To znadi da je nizom (ay)
odreden niz (s,). Poslije cemo pokazati da vrijedi i
obratno.

Niz moze biti zadan na viSe nacina.

o Najjednostavnije i najzgodnije je ako je niz (a,)
zadan izrazom, funkcijom, to jest @, = a(n);

e [sto tako niz moze biti zadan s nekoliko pocetnih

¢lanova tog niza, uz posebno zadane uvjete koji
jednoznacno odreduju niz;

e Rekurzijom, to jest relacijom kojom se opci
¢lan niza izrazava pomocu nekoliko prethodnih
¢lanova, uz navedene neke posebne podatke;

e Posebni nizovi mogu biti zadani posebnim uvje-
tima (na primjer, takozvani geometrijski niz je
zadan s bilo koja dva ¢lana niza).
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Ovo ¢emo sve pojasniti na nekoliko primjera.

Primjer 1. Za zadane nizove:

a) a,=5n—1,

b) a, = 3n* — 5n;

0 a _2n+34
n 3I’l+ly
3\ 1\ n+4
da=(3)+(3)
e) a —E—n2+3
n — 2 [l

izracunaj, redom, prvi, drugi, tre¢i, Cetvrtii peti Clan.

Rjesenje:
a)a =5-1-7a = -2;
b) a=3-22-5-2=12—-10,a, =2;

0 a _2~3+34_@a —a
T 3341 107 T
8 a _(5)4_(1)8_3_“_1_M
* T \4 2) T4t 8T 4
80 u _ 5.
16-16""" 16’
75 5743
=— - =15—-14,a5 = 1.
e) as 5 2 , s
- ; . . 1
Primjer 2. Koji su od zadanih brojeva: —7, 3
3n+4
10, 17, —11 ¢lanovi niza a,, = n ?
2n—3

Rjesenje: Broj x je ¢lan zadanog niza samo ako

o . . 3n+4
postoji prirodan broj n, tako da vrijedi 3 =X.
n—
3x+4
Odavde je2nx —3x =3n+4,n = 2x + 3 Uvr-
Y —
stimo li za x zadane brojeve, dobijemo redom:
-21+4 -17
=" = "= :
*n= g3y bneEN
3 4
“5TY 342 17
e n= = = — = —1’
2 -2-15 -17
,g _ 3
n nije prirodan broj;
30+ 4
= 10wvrijedin = —— =2,n€N;
® zax vrijedi n 20-3 n

e zax =17 imamon—w—gnn/é

-0 “ 343 30"
prirodan broj;

-33+4 29

isto je tak =-1lln=—=—

e isto je tako za x n 53 75

n nije prirodan broj.

Od zadanih brojeva, brojevi —7 i 10 su ¢lanovi za-
danog niza, a ostali nisu. Isto tako vidimo da je
a) = —7ia2 =10.

Primjer 3. U nizu a, = 3bn + 2 odredi b tako da
treci ¢lan bude 20. Koji je u tom sluc¢aju stoti ¢lan
niza?

RjeSenje: Za n = 3 vrijedi a, = 20. Zato je
3-b-3+4+2 =20,b= 2. Jednadzba niza glasi
a, = 9n + 2, odakle je stoti Clan ajpp = 902.

L . pn—1
Primjer 4. Za niz a, = ,
pn—38
as = 2. Odredi sliededi ¢lan niza.

p € R vrijedi

_1 _
5p—8
2,10p—16 =5p —1,5p = 15, p = 3. Op¢i ¢lan
— g Treba odrediti Sesti ¢lan niza.

18 —1 17
8-8 %" 10

Rjesenje: 1z zadanih podataka imamo

o n
niza je a, =
3

Zan = 6,imamo ag =

. . o n+11
Primjer 5. Zadani su nizovi a, = 3 |
n—

b, = n®> — 6n + x. Odredi x tako da se ti nizo-
vi podudaraju u petom ¢lanu.

5411
5-3°
as = 8. Morabitibs = 8, zatoje 5> —6-5+x = 8,
x=13.

Rjesenje: Peti ¢lan niza (a,) je as =

Primjer 6. Zadani su nizovi a, = 4n — 7 |
b, = 2n* —3n + 5. Postoje li po dva susjedna
Clana tih nizova (ne nuzno s istim indeksima) da su
razlike tih ¢lanova jednake?

Rjesenje: Treba odgovoriti na pitanje: postoje li
prirodni brojevi p i g, tako da je

‘am-l - ap| = ‘bcﬁ-l - bq|'
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ap1—ay=4p+1)—-T—4p—-T7)=4.

byi1 — by = 2(q+1)*=3(q+1)+5-2¢*+3¢—5
=4q— 1.

Razlika bilo kojih dvaju susjednih ¢lanova prvog ni-

za jednaka je 4. Zato bi moralo biti 4g — 1 = 4,

5
q= 7 Sto je nemoguce jer 7 nije prirodan broj.

Primjer 7. Zadani su nizovi: a, = —5n + 4,
7 2
by = % ¢, = n® —40n — 1. Ispitaj mo-

notonost svakog od tih nizova.

Rjesenje: Ispitati monotonost nekog niza znaci ut-
vrditi je li taj niz monoton ili nije. Potom, ako je niz
monoton, treba utvrditi je li niz rastu¢i ili padajuci.

Podsjetimo se: niz je rastuci ako je

uyl 2 Ay = Auy1 —ay > 0,
zasvakin € N.
Isto je tako za padajuce nizove a,; — a, < 0.

Vidimo da je monotonost niza odredena predzna-
kom izraza a, 1| — a,. Zato ratunamo ovako:

a1 —ayp = —5n+1)+4+5n—-4=-5<0.

Niz a, je strogo padajuéi.

Tn+1)+2 Tn+2
bn+l_bn: -
2+ ) +1 2n+1
CTn49  Tn42

T 21+3 2n+1
(7n49)(2n+1)—(Tn+2)(2n+3)
(2n+3)2n+1)

3
(2n+3)2n+1)°

Budu¢ije (2n + 3)(2n+ 1) > 0 za svakin € N,
to je by+1 — by, > 0, to jest niz je strogo rastuci.

Cnpl —Cp = (n4+1)> —40(n+ 1)
—1—n*+40n+1
= 2n — 39.

Odavde zaklju¢ujemo da je, zbog n € N, za
n <20,¢,01—cp <0,azan > 20,¢,41—c, > 0.

Zakljuéujemo da je zan € [1, 19] niz ¢, strogo pa-
daju¢i, a zan € [20, +o0] strogo rastuéi, to jest
niz nije monoton.

Primjer 8. Ispitaj omedenost nizova:
a) a, =Tn+8§;

b) a, = —3n — 30;

c)a—i-
n—n+1y
3n—5

d) ay = ——,
) a n+1

e) a, = (—1)"-n

Rjesenje: Treba utvrditi postoje li realni brojevi m
i M, tako da za svaki prirodni broj n vrijedi barem
jedna od sliedec¢ih dviju relacija: a, > m, a, < M.

a) Vrjedi niz nejednakosti:. n > 1, Tn > 7,
Tn+8 > 15; a, > 15. Brojm = 15 je do-
nja meda niza. Ne postoji realan M, tako da je
n < M, za svaki prirodan broj n. Zato ne postoji
M, tako daje Tn + 8 = a, < M. Vidimo da
za zadani niz postoji donja, a ne postoji gornja
meda. Niz (a,) je omeden odozdo;

b) Postupamo kao i za prethodni nizz. n > 1,
—-3n< -3 -3n—-30<-3-30,a, < -33.
Zakljucujemo da postoji gornja meda niza, to
jest da je niz omeden odozgor. Potpuno na isti
nacin dokaze se da niz nije omeden odozdo;

c) Zasvakiprirodnibrojn vrijedin+1 > 0. Takoder
je 3 > 0. Kvocijent dvaju pozitivnih brojeva je

pozitivan broj. Zato je a, > 0 za svaki n. Isto

3
< =
n+1 = 2

jetakon + 1 > 2, zbog Cega je

to jest a, <

Iz svega zakljuCujemo da je

[NSRON)

3
0<a, < 5 Vidimo da je niz omeden i odoz-
do i odozgor, to jest niz je omeden;
d) Zadani niz napiSemo u obliku:

_3n+3—8_3(n+1)—8
T on+1 - n+1

A
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z2 < n+1 < +oo, zakljuujemo da je
8
—-1<3— < 3,ii—1 < a, < 3, odakle
n+1
zaklju¢ujemo da je niz omeden.
e) Ispisimo nekoliko Clanova niza: —1,2,—3,4,
-5,6,—7,8,.... Lako zaklju¢imo da niz nije
omeden ni odozdo, ni odozgor.

Primjer 9. Za niz (a,) zadano je s, = n* — 2n.
Odredi:

a) Cetiri poCetna Clana niza;

b) stoti ¢lan niza;

c) op¢i ¢lan niza.

Rjesenje:
a) ay =5 = 12—2-1,a,=—1;
S = 22—2'2, s = 0, ay +a, = 0,
a = —a; = 1;
a,+a,+az =53, a3 =9 —6,a3 = 3;
0
ai+ay+az+tay = s4, 3+ a4 = 16 — 8,
53
as = 5.

b) Postupkom pod a) moze se izraCunati bilo ko-
ji ¢lan niza, ali prije toga treba izracunati i sve
prethodne c¢lanove niza. Za ¢lanove s velikim
indeksom to moze biti veoma dugo. Zamisli-
te da treba izraCunati milijunti ¢lan niza! Zato
postupamo ovako:

ay +ax+ ...+ ag +ao = Si00

599
S99 + 100 = S100
99% — 198 + aj00 = 100> — 200
a00 = (100 — 99)(100 + 99) — 2 = 199 — 2
ayg = 197.

c) Vrijedi:

ay+ax+...+a,—1+a, = sy,

Su—1

odakle je
Sp—1 + an = Sn,

ap = Sy — Sp—1-

Owu formulu trebalo bi zapamtiti. Za zadani niz
vrijedi:

a, =n* —2n— [(n—1)2—2(n—1)}

:n2—2n—(n2—2n—|—1—2n—|—2)

a, = 2n — 3.

Ovo je najjednostavniji i najkra¢i nacin da se
rijeSi cijeli zadatak. Naime iz @, = 2n — 3 iz-
ravno se dobije, primjerice: a; = —1, az = 3,
ay — 39, aipo — 197, a12345 = 24687.

Pri zadavanju i rie§8avanju ovakvih zadataka mora-
mo biti oprezni. Naime za izraz s, ne moze se
zadati bilo koja funkcija s(n) jer mora biti s(0) = 0.
To je zato jer s(0) znaci da “zbrajamo nula ¢lanova”
niza, Sto ne moze biti neki realni broj razli¢it od nule.

Tako smo, primjerice, u ovom zadatku za s, =
n®> — 2n odredili odgovarajuéi niz. Da smo, um-
jesto tog izraza, zadali s, = n> — 2n — 5, uvjerili
bismo se da zadatak nema rjesenja, to jest, da za
tako zadan s, ne postoji odgovarajuci niz. To je
zatojerje s(0) = =5 #0.

Provjerite to tako da pokusate rijesiti ovaj zadatak
(primjer 9), ako umijesto s, = n> — 2n uzmete
sy =n®—2n—>5.

Primjer 10. U nizu (a,) zadano je pocetnih Sest
¢lanova, redom ovako: 1,3,5,7,9,11. Odredi
sliedeci, to jest sedmi ¢lan niza.

RjeSenje: Prije nego $to rije§imo zadatak, kazimo
neke napomene. Koliko god se, na prvi pogled, za-
datak ¢inio jednostavnim, on to nije. Zadatak nema
jednoznacno rieSenje, to jest postoji vise razliCitih
realnih brojeva x za koje je a7 = x.

Razmisljamo li ovako: svaki ¢lan niza (osim prvog)
je za 2 ve¢i od prethodnog, mozemo zakljuditi da je
a; = 13. Isto tako, zakljuCujemo da su zadani bro-
jevi Clanovi niza (svih) neparnih prirodnih brojeva u
takozvanom prirodnom uredaju. Zato je a; = 13.
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Promatrajmo sada nizove zadane formulama:

1)
an=[14(n—1)(n—2)(n—3)(n—4)(n—5)(n—06)]-(2n—1);

2) an= 2n —1 )
"1+ (n—1)(n—3)(n=3) (n—4) (n—5)(n—6)’

3)

4y (n—1)(n—2)(n—3)(n—4)(n—5)(n—6)+(2n—1)

1+(n—1)(n—3)(n—3)(n—4)(n—5)(n—06)

Lako utvrdimo da su, u svakom od ovih triju nizo-
va, Sest pocetnih ¢lanova upravo zadani brojevi:
1,3,5,7,9,11. Medutim, u svakom od tih nizova
je a7 # 13, jer za te nizove vrijedi:

1) a7 = (146:5-4-3-2:1)-13 = 721-13 = 9373;

2) @ — 13 13
TT1T720 210
3)a—720+13—E

TT Y720 7210

Naravno da tri navedena niza nisu jedini nizovi sa
zadanim uvjetima u kojima je a7 # 13. Takvih ni-
zova ima beskona¢no mnogo.

Vazan zaklju¢ak. Ako su u nizu (a,) zadani (bez
ikakvih dodatnih uvjeta) ¢lanovi: ay, ay, as, . . . , a,
onda postoji beskonac¢no mnogo razli¢itih nizova s
tim zadanim ¢lanovima. To naime slijedi iz same
definicije niza.

Primjer 11. Niz (a,) zadan je rekurzivnom relaci-

jom a,.1 = ——, a; = 3; n € N. Odredi op¢i
4+ a,
¢lan niza.

1
Rjesenje: OznaCimo li b, = —, tada je:
a

n

1 4+ a,
bn+1 = =
Ant1 Ay
1
—4.— 11
ay
boi1 = dby + 1.
Odavde je:
bn+] - 4bn + 1

4b, = 4%b,_; + 4
42p,_| = &b, + 4?
&b, =4, 5+ 4

411—2b3 — 4n—lb2 + 4n—2
4" by = 4"y + 4"

Zbrojimo li ove jednakosti, dobit ¢emo:

bupt = 4"bi+1+4+47+47 4+ 44" 244!

1
Odavde je, zbog by = 5:

b= 3 44
r ., 1 . 1
75.4 +§.4,§
2471
=5
Odavde je:
- 3
an+1—m
_ 3
=S T

Ovaj niz ¢lanaka nastavija se u sljedecim brojevima MiS-a.
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