Matematicki paradoksi

Tri zanimljiva zadatka
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Primjer 1. Kolikoje1 =243 —-44+5—-6+...7

Jos sredinom 18. stolje¢a Leonhard Euler doSao je
do zaklju¢ka da je rezultat 1/4. lako je Euler osoba
kojoj se vjeruje, i prosjecni ucenik petog razreda
uocio bi da je to nemoguce jer zbroj cijelih brojeva
mora biti cijeli broj. Zar je Euler pogrijesio?

1—243—4+...beskonacnije niz Ciji su Clanovi

prirodni brojevi s alterniraju¢im predznakom. Opdi

¢lan niza je a, = n-(—1)""!inizje ogito divergen-
m

tan. Oznagimolisa S, = Y. n-(—1)""! sumu

n=1
prvih m ¢lanova niza imamo:

Si=1

SH=1-2=-1
S3=1—-2+4+3=2
S4=1-243-4=-2
S5=1-2+3-44+5=3

Kao $to vidimo, i niz parcijalnih suma je divergen-
tan, a dodamo li So = 0, sume generiraju skup Z.
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Procitavsi naslov vjerojatno ste pomislili
na poznati paradoks o Ahileju i kornjaci
(Zenonov paradoks). Broj matematickih
paradoksa nije malen i vecina ih je vezana
uz problem beskonacnosti i uz vjerojat-
nost. Ovdje ¢e biti rijeci o tri zanimljiva
paradoksa koji su dovoljno jednostavni da
uz odgovarajucu interpretaciju mogu biti
razumljivi i u¢enicima.

Pa ipak, kad bi postojala suma beskona¢no mno-
go Clanova niza, oznacimo je sa S, ona bi uistinu
iznosila 1/4 kao $to pokazuije sljiededi radun:

4S=(1-2+3-4+...)
+(1—-2+3—-4+..)
+(1—-2+3—-4+..)
+(1-2+3—-4+..)
=(1-243-4+..)+1
+(24+3-44+5—-..)+1
+(-243-4+5-..)—-1
+(B3-4+5-6+...)
=14+[(1-2-2+3)+(—2+3+3—-4)
+ (3—4—445) + (—4+54+5-6) + .. ]
1+[0+0+0+0+..]=1

Dakle, 4S = 1 pajeonda S = 1/4.

Do istog su rezultata na razlicite nacine, tj. razlicitim
sumiranjem dosli i Cesaro, Borel i drugi matema-
tiCari. Pitanje je samo ima li smisla raunati sumu
ako unaprijed znamo da ona ne postoji. | Euler
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je uocio tu paradoksalnost i predloZio svojevrsnu
generalizaciju rijeci “suma”.

Pomocu Taylorove formule:

X—da

X —d 2
L@+ B
(c—ay

..+Tf(”)(a)+...

fx) =f(a) +

pri Eemu je a toc¢ka u kojoj neprekidna funkcija ima

1
(1+x)?

sve derivacije, funkciju f (x) = mozemo

(uz a = 0) razviti u red:
Fx)=1—2x+3x" —4x° + ...

lako taj razvoj postoji za |x| < 1, mozemo pogle-
dati limes funkcije:

= 1 1
lim » n-(—x)"' = lim —— = .
n=1

x—1-

Moja prijateljica ima dvoje djece.
Jedno od njih je djevojcica. Kolika je vjerojatnost
da je i drugo njeno dijete djevojcica?
Njeno starije dijete je djevojcica. Kolika je vjero-
jatnost da je i drugo njeno dijete djevojcica?

Slicna formulacija ovog problema potje¢e od Mar-
tina Gardnera koji je 1959. u Casopisu Scientific
American objavio “Problem dvoje djece” koiji je kas-
nije postao poznat i kao “Problem gde Smith”. In-
tuicija nam govori da je u oba slu¢aja vjerojatnost
1/2 buduéi da spol djeteta ne ovisi o spolu i dobi
drugog djeteta. No ipak nije tako.

Oznagimo moguée kombinacije djece {MM, MZ,
ZM, ZZ}, pri demu je M djedak, a Z djevojdica |
prvo slovo predstavlja starije dijete.
U ovom slugaju imamo moguénosti {MZ, ZM,
77} pa je vierojatnost da je drugo dijete dje-
voj¢ica 1/3.
Sada su moguénosti {ZM, ZZ} pa je trazena
vjerojatnost 1/2.

Ovaj je paradoks usko povezan s Bertrandovim pa-
radoksom kutije (1889.).

Imamo tri kutije. U prvoj su dva zlatna novcica,
u drugoj dva srebrna, a u tre¢oj jedan zlatni i je-
dan srebrni. Nasumce biramo jednu Kkutiju i iz nje
izvlac¢imo jedan novcic¢. Ako je tajnovcic zlatan, ko-
lika je vierojatnost da je i drugi nov¢i¢ u kutiji zlatan?
Naizgled je vierojatnost 1/2, no to¢an je odgovor
1/3. Obiliezimo kutije simbolima (Z2), (SS) i (ZS)
prema novci¢ima koji se nalaze u njima. Ako smo
izvukli zlatni novei¢, znamo da je rije¢ o kutiji (Z2) ili
(ZS), ali mi zapravo nismo birali kutiju nego novcic,
pa imamo sljede¢e moguénosti:

Izvukli smo Z iz ZS i drugi novei¢ je srebrni.

Izvukli smo Z; iz ZZ i drugi novCi¢ je zlatni.

Izvukli smo Z; iz ZZ i drugi nov¢i¢ je zlatni.
Zbog toga je traZzena vjerojatnost 2/3.

Da je zaista tako, eksperimentalno je potvrdio War-
ren Weaver 1950. godine. Kutije je zamijenio praz-
nim kartama, a umjesto novci¢a koristio je crvene
i crne oznake na suprotnim stranama karata. Na-
sumce je izvukao jednu od tri karte i ako se poka-
zala crvena oznaka, kladio se da je i druga strana
crvena. lako je onima, koji su se kladili, izgledalo
da im je vjerojatnost dobitka 50%, “kladioni¢ar” je
zaradivao pobjedujuéi u dva od tri slucaja.

Paradoksi vezani uz vjerojatnost nisu paradoksi u
smislu da vode do logicke kontradikcije, ve¢ je ma-
tematicka istina kontradiktorna s intuicijom. To se
vidi i na sljede¢em primjeru.

Kolika je vjerojatnost da u skupini od
23 ljudi barem dvoje ima rodendan istoga dana?
Pretpostavka je da godina ima 365 dana, da nema
blizanaca i da su svi dani jednako vjerojatni da budu
nediji rodendan.

lako intuitivno ne izgleda tako, ta je vjerojatnost
veéa od 50%. Stovise, veé za skupinu od 57 ljudi
vjerojatnost da barem dvoje ima rodendan istoga
dana veca je od 99%. Oznacimo vijerojatnost da
pbarem dvije od 23 osobe imaju rodendan isti dan
s P(A). Jednostavnije je izratunati vierojatnost da
u toj skupini nema dvoje ljudi rodenih istog dana,
tji. P(A), pa je onda P(A) = 1 — P(A). Dogadaj
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viSe nego u udzbeniku

A moze se opisati kao 23 neovisna dogadaja, pa
je P(A) = P(1) - P(2) - P(3) - ... P(23) pri
¢emu P(k) oznaCava vjerojatnost da k-ta osoba
nema rodendan isti dan kao i prethodno promat-
ranih k — 1 osoba. P(1) je o¢ito 1 = 365/365,
P(2) =364/365, P(3) = 363/365, ..., P(23) =
343 /365 pa je:

_ 365 364 363 343
PA) =365 365 365 365
1 \23
:(%) (365364 - ... - 343)
:(L)”.ﬁ
365) 342!
— 0.4927,

izatoje P(A) = 1—-0.4927 = 0.5073 = 50.73%.

Poopc¢imo li zadatak, za n < 365 imamo:

_._365-364-...(365—n+1)

P@) 365"
B 365!
365" (365 —n)!
|
P(n) = 1 365!

365" (365 —n)!’

Rezultati za neke n dani su u tablici.

n P(n)
10 11.7%
20 41.1%
23 50.7%
30 70.6%
50 97%
57 99%

100 99.99997%

Zelite li da netko od 23 osobe ima rodendan ne-
kog odredenog dana, primjerice na vas rodendan,

364\ 23
vjerojatnost zato je 1 — (% = 6.1%. Da bi
vjerojatnost bila barem 50%, u skupini bi trebalo biti
253 ljudi, $to je viSe od o¢ekivanin 365/2 = 182.5.

| 8to reéi na kraju? Ako uskoro slavite rodendan,
neka vam je sretan; ako se volite kladiti, budite
oprezni; a ako se slu¢ajno namjeravate utrkivati s
kornja¢om, niposto joj nemoijte dati prednost jer je,
ba$ kao ni Ahilgj, nikad necete sti¢i.

in memoriam

Benoit B. Mandelbrot
(1924. — 2010.)

U Cambridgeu (Massachusetts) 14. listopada ove
godine umro je Benoit M. Mandelbrot, francusko-
ameri¢ki matemati¢ar roden u Poljskoj. Mandelb-
rot je poznat kao otac fraktalne geometrije. Njemu
pripada i izbor naziva “fraktal” a njemu u Cast pri-
hvacen je i naziv Mandelbrotov skup. Svoj radni
vijek proveo je u IBM-ovom istrazivackom centru
Thomas J. Watson.
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