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A �
��	� �� '�� 	� � � ��	��� 	� ��� �
� �����
�
���

�� ���� � ���� � � ���� � � ��'� 
��� � ��	��� � ��	���

�� ��� �	��'
����� ��	��'
����
�� 	�
�	��������� � ��

� �
�� ��	���� � � � � � �� � ��'������ �� ��� � 	��� �����

��� ��'� � �. 	�
������ � � � �� � 
��� ��	� ������ 
��� �
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��
� ��� ���� � � �� �� � �
���� �� 
������
�� � �����
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��� 
�� ��9

���
�����
� ��� ���� 
��� B ��� � �� 
���� �� 	����� �

��	��� ��	���� � ��� 
� ���� ��
�����'�� ���� 
��� ����

�	������ �� �� � �� 
� ������� ����
�� � B

. ���� '
�� ��� /
�� � �� ��� 
����� �� ��� ������
����

�� �� �� 
����
 ����
���� � �
 ���'���
� 9 �� �� � ���

���'���
���� �� � ������'���
��� ��� �� � ��� ���'���
� � � �

���� �� 
 /
�� � �� �� ����� �	� ������
����� �� �	

� �� ��
 ���� � �	� ������
�� � � �1� ����� � �

������ �� �����
��� �����
���� ���� � �����
���

�������� ������ �� �
������� ��� �
�� �
������ ����


�� �� � ������ ���
��� �� �� ���
�� �
������� �
�������

�
�����
� �
������ ���� ��
� ����� ��
���
� �
����� �

�
��������� �
���� ������

�#



� � ��� � ���

� �� ���
� ���

��
�� 
�

����
� . 	��� �� /
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����� �� �� � �� ���
�

$�8�� �
�� �� s′β �s
′

γ �� ��� ��� ��
��� β ′ �γ ′ ������ ��

� 
�'
��Sa����� �� Fa ��'��'� 
� ���� �
� � � �'� 
���

�� 
�'
�� Sa �� � �� �� 
 AB� � Ea ��'��'� 
� ���� �
�

� � �'� 
��� �� 
�'
�� Sa �� � �� �� 
 AC�

� � ������ � ��'
�� � ��� �
�� ����
� �� Sa ∈ s′β ����

��	�	� �� |SaFa| = |SaDa|�
��
�'
�� Sa ��	�� �� ��

�	� ����� �	 � �� �� 
� AB �BC� � � ��
��� '
���� �

����'
���� � 	� �� Sa ��	�� �� �	� ����� �	 � �� �� 
�

BC �AC� � 
� ��� '
�	� �� ��	�� �� �	� ����� ��	

� �� �� 
� AB �AC� �� ���� 
� � ��'
�� � ��� �
�� ��

��
� ��� � ��� ��'�� 
��� ��� �
�� �����
� ����
 ��
�

α� 6� ��� ��� �
�� �� sα , s′β �s′γ ������ �� � ��	���


�'
��Sa� >� ���
 �����	�	� � �� 
������'���
� '
��� ��

� ��	�'� 
� 
�'
�� Sa�� �� 	����

ra = |SaFa| = |SaEa| = |SaDa|.

: � �� 
����
� � ��� �� � �� ���'���
� � ���
��� ��'� 	����


� ��� ���'���
� kb �kc ���	������  ��

��
�� ��� �����

� ���� 	
�� �� � �� ��
���� �

� 
�
� ��	������� ���� �

� ������� ABC

$% ������ ���	
�� 
����
���� � 	 ��
��
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���� ��
� �
��������� ������� ����� ��
���
� � ���
����

������ �� ���������� �� �����
����� �
�� �������

���������� �
������ ���

|AEa| = |AFa| = s. (1)

����
� ���� '��� � 	� � � �	� ��'

�
� �
��� 
� � ��

��'
���� �� ���� 
�'
�� �� ���'���
� ��	�� ��� : ���

��
�△ASaEa �△ASaFa � � � ���� 	�����	������ $��

��� � � � �� ����
��� � �	�	� �� �� �� � ��	��� �� 
�
�

|SaEa| = |SaFa|� � ��� �
����� ASa �� �� �� ��	�

��'
�� �

6� ���������	�	� �� |AEa| = |AFa|�

: � ��1�� ��

|BFa| = |BDa| � |CEa| = |CDa|.

;����	�9

2|AEa| = |AFa| + |AEa|

= |AB| + |BFa| + |AC| + |CEa|

= |AB| + |BDa| + |AC| + |CDa|

= |AB| + |AC| + |BC| = a + b + c.

" � �� ��

s =
a + b + c

2
(2)

�� � � � 	� ��

|AEa| = |AFa| = s.

��� ��
�� �� 	����� �� 
� �� 	���� -��� ���9

|BDb| = |BFb| = s,

|CEc| = |CDc| = s.

������ ��  ��������� �
�� �
����� �� ��
������� ���


���� �
�����
� �� ��
���
��� �
����� ������ �� �� ��


������
�� �
� ������� �� 
����
� ���������� s � �������

�����
���� ��
���
� �
������ ��� �
�����9

|AF| = |AE| = s − a,

|BF| = |BD| = s − b � (3)

|CD| = |CE| = s − c,

���	������ +��

��
�� ��

����
� ���� � 
����� �  �����	�	� ��

|AF| = |AE| = x,

|BF| = |BD| = y �

|CD| = |CE| = z.

* '
�
� ��
⎧

⎨

⎩

x + y = c

y + z = a

z + x = b

5��� �� ���� ���� 
���� ��	�� ��� 
�	����� � �9

2(x + y + z) = a + b + c = 2s, 
��

x + y + z = s.

8� 	 ��9

(x + y) + z = s,

c + z = s,

z = s − c.

� � ��
��� '
��	������ � � ���� 
� �� 	���� ��	�� ��� 
�

x = s − a, y = s − b.

������ ��  ��������� ���
�� � ����� ������� �
�


����
� ��
� ����� ��
���
� �
������ �� ������ �����


��� �
���� ������� �� ����������� ��
������� �
�������

�
�����
� ��� ��
���
�� �� �
���� �
��� �� ��
���
�� ���

|CD| = |BDa| = s−c � |BD| = |CDa| = s−b.

$&
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� ���
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������� ������� � �
������� �
�����
�� ���� �� ��


���� �� ����� ��
���
�� ������ �� ��
���
� � �"
�����

����
����

��
�� ��

����
� . �� �� � 	� �� c > b� ���� � 
����� � +

�����	�	� ��

|CD| = s − c ���	������ 4�.

���� � �$� ��

s = |AEa| = |AC| + |CEa|

= b + |CDa| = b + a − |BDa|.

* 	� �	� ��

|BDa| = a + b − s = a + b −
a + b + c

2

=
a + b − c

2
=

(a + b + c) − 2c

2

= s − c = |CD|, 
��

|BDa| = |CD| = s − c. (4)

8� 	 ��

|BD| = |CDa| = |BC| − |CD|

= a − (s − c) = a + c − s =
a + c − b

2

=
a + c + b − 2b

2
= s − b, 
��

|CDa| = |BD| = s − b. (5)

> �� ��� �� �� ������ �4� ��,� �� � � �9

|BD| : |CD| = (s − b) : (s − c),

|BDa| : |CDa| = (s − c) : (s − b).

� � ��
��� '
���� 	��� '�� 
��	��� �� � ���� 
� �� 	����

�
�� ��
� 
����
� �

������	 �� "����� �� �	� ������
��� �1� ���� 	��� �

��'� 
� �
����
� �� �� � �� �� ��� �� � �� ���'���
������ � �

�� �� �� �� ��
��� 
�� ��
�
����
� B

�
��	��
�� ���� � 
�� 
/
�� � 	��� ��'� 
� D �Da �� �
�� �

��
�BC�"����
�
/
�� � ���� �� �� � �� ���
�4�

� � �� ���� 	��� '��� � 	� �� c > b �����	�	� �� |BD| >

|CD|�

>� � �� ����
��
 
����
� SuCD � ������ ��	� �� |CD| =

ru ·ctg
γ
2
�� �� 
����
� SuBD 	� �� |BD| = ru ·ctg

β
2
�

>� b < c �����	�	� �� β < γ �
��
β
2

<
γ
2

< 90◦�

5��
 
�
� �� ctg
β
2

> ctg
γ
2
� �	����� |BD| >

|CD|�� � ������ �4� �
����� � 4 �����	�9

|DDa| = |BD| − |BDa| = |CD| − |BD|

= s − b − (s − c) = c − b.

5� b > c �� �� �� 	��� '�� 	� �� |CD| > |BD|�

|DDa| = |BDa| − |BD| = |CD| − |BD|

= s − c − (s − b) = b − c.

6� ��� �����	�	� ��

|DDa| = |c − b|.

6������ � � 	� �� �	� ������
��� �1� 	��� ��'� 
� �� ��
��

� 
�� ��
��
����
� �� �� � �� �� ��� �� � �� ���'���
����	�

�� �� � � � ���
��������	���
��� �����	������ � ���� 
� ���

	���� �
�� ��
� 
�
 
����
� �

������	 �� "����� �� �	� ������
��� �1� 	��� ��'� 
�

��	�� �
�� ��
� 
����
� � �� �� � ��� ���'���
�� �	��

�� ��'� 
� � ��	�'��
�� 
���
� �
�� ��
� � �	
��� �� ��/
��

� ��� �� � ��� ���'���
�� B

$� ������ ���	
�� 
����
���� � 	 ��
��



�
��	��
�� . � ���� �� �� � '� 
� �� �� ���
�,���� �� �

	��� ��'� 
� F �Fa � �� �
� AB ����'���
� ku �ka�

>� �$� ��+� �����	�

|FFa| = |AFa| − |AF| = s − (s − a) = a.

� � ��
��� '
���� 	�����

|EEa| = |AEa| − |AE| = s − (s − a) = a.

��� ��
�� �� 	��� '�� 	� ��9

|FFb| = |DDb| = b � |EEc| = |DDc| = c.

��
�� ��

5� ����'
� �9 ��������� ����#� ��
������� ����� ��
���
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���� �� ������� ��� ��
���
� ���� ����
��� �� �
�������

�
�����
��

������  � !������ �������
� �
�������� �
�����
�

�
������ ������� ��

ra =
P

s − a
, rb =

P

s − b
� rc =

P

s − c
, (6)

���� �� P ���
������ � s ��������� �
������

��
�� ��

����
� 8� ����� ! �� �'
�
� △AFSu ∼ △AFaSa � �

�� ra : r = |AFa| : |AF|�

* 	� �	� �� �$� ��+� 	������ � 	� ��

ra =
r|AFa|

|AF|
=

rs

s − a
=

P

s − a
.

>� 
�� � �� 
�� ��� � � 	��� '�� � ���� 
� �� 	���� -��� ��

���

������	 �� ����� '���� 	����� � ��� � �
 
����
����

���'���
� � ���� 	������ �
�� ��
� 
����
� �

�
��	��
�� "�	 ����	� 
�� � ���� �� �����
�
/
�� � �����

	�/
� -��� ���9

P =
√

s(s − a)(s − b)(s − c), (7)

R =
abc

4P
(8)

r =
P

s
(9)

" ����� � �� �� ���� � �� 	������ �� �� � �� ���'���
��>�

-��� ��� � ���3� ��)� �����	�9

R =
abc

4P
=

abc

4
√

s(s − a)(s − b)(s − c)

R=
abc

√

(a+b+c)(b+c−a)(c+a−b)(a+b−c)
.

(10)

$$



� � ��� � ���

� �� ���
� ���

5� �� 	���� �� �� � �� ���'���
��� � ���3� ��%� 	������ �9

r =

√

P2

s2
=

√

(s − a)(s − b)(s − c)

s

r =

√

(b + c − a)(c + a − b)(a + b − c)

4(a + b + c)
.

(11)

>� � ���!� ��3� �� �� 	����� � ��� �� � ��� ���'���
� �����	�9

ra =
P

s − a
=

√

s(s − a)(s − b)(s − c)

s − a

=

√

s(s − b)(s − c)

s − a
,

ra =

√

(a + b + c)(c + a − b)(a + b − c)

4(b + c − a)
.

(12)

>� 
�� �� '
���� 	������ �9

rb =

√

(a + b + c)(a + b − c)(b + c − a)

4(c + a − b)
,

(13)

rc =

√

(a + b + c)(b + c − a)(c + a − b)

4(a + b − c)
.

(14)

������	 �� ����� '��	������� �
��� sASo
, sASu

, sASa
, sASb

�sASc
�� ���� A 	� � ��	�'� 
� � ��� � �
���'���
� ������ 3��

��
��  �

;�� 
�� � �� � � 	� � �
� ���� � � � �'
�
�� ���
 
��� 
� �

0 ��'� ���� � ���
 � ������ � � '� 
� �� 
� � �� 
� �����
� �

�����
����� �
��� �
���� ��
��	� �� �� ��	���
� ����

. '
���
��'
� 
����
� �� �� � �� ��� �� � �� ���'���
� ��'�

� �������� '� ������ ��	� 
� � ����� � � ���� �� ��

��	� 
�� �� ���� �
����'
��� '� ���� �� � �������� 
���� /
�

� ��	���'� ���
���� 
�
�'
�� ���'� ���� � ���
 � ������ � 9


���
� ���� �� � �
������ A�B �C �
����� ABC��

����
��� "���
� So �� �
������� ��� �
����� �������

�
�����
�� �
���� �� 
�������� ������������ ��� �����


�� ���� ����� ����
��� ���� ����������� ��������

�������

��
	� ���'� ���� 	��
�
 � ������ � �� � � �� ���'�������

��� ��� �� � � ����� � � � � � �������
�� �� 
��� '
�
���

� �
�/
����� 
��� �� ��� � ��� ���� �� �:� � � � ��	�'� 
�

�� �� � �� ���'���
� ���'� 
��� ��	�'� 
� 
����
� � ��� �� � �

��� ���'���
� �.	� ������
����� �� �	 ���� ���� 
��
�

��	�� �� �� � ���� ����� � ���� ���'���
� � " � �� ��

� ���� ��� 
����
� �� �� � �� ���'���
� �'
�
��	�� �� ��
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