Ela Rac Marini¢ Kragic,
Zagreb

Povijesni pregled

Anticka Grcka

Povijest konika pocCinje jo§ u anti¢koj Grckoj s
rieSavanjem problema udvostru¢enja kocke, tzv.
Delijskim problemom. Hipokrat s Hiosa (470. pr.
Kr. — 410. pr. Kr) je rieSavajuci taj stereometrijs-
ki problem do$ao do zakljucka: ako vrijede omjeri
a:x=x:y=1yY: 2a tada kocka s bridom
duljine x ima dvostruki obujam od kocke s bridom
a. Na taj se nacin dolazi do jednakosti 2a*> = xy,
odnosno ya = x*. Stereometrijski problem tran-
sformiran je na problem ravnine. Trebalo je sada
naci konstrukciju za duzine duljina x, y.

PokuSavaju¢i nac¢i konstrukciju, Arhit iz Tarenta
(428. pr. Kr. — 347. pr. Kr) Pitagorejac, dolazi do
tocke koja se dobiva u presjeku triju rotacijskih plo-
ha — plasta valjka, stoSca i torusa (vidi sliku 1).

Djelotvornije rieSenje problema nalazi platonist Me-
nehmo (380. pr. Kr. — 320. pr. Kr.). Njegovo origi-
nalno rieSenje ovog problema ukljuéuje tocku ko-
ja je presjek dviju konika — parabole i hiperbole.

Menehmo je otkrio da se presijecanjem usprav-
nog stosca ravninom koja je okomita na izvodnicu
stoSca dobiju do tada nepoznate krivulje. Vrsta kri-
vulje je ovisila o vrsti stosca. Kod stosca koji ima
Siljasti kut pri vrhu osnog presjeka, dobiva se elipsa,
kod sto$ca pravokutnog osnog presjeka dobiva se

Slika 1.

INIiES]

Dandelinove kugle

25



viSe nego u udzbeniku

26

parabola, a kod tupokutnog presjeka dobiva se hi-
perbola. Menehma smatramo ocem teorije konika
(stari naziv cunosjecnice).

Njegovo djelo, kao i djela Euklida i Arhimeda, sab-
rao je i unaprijedio Apolonije iz Perge (262. pr. Kr.
—190. pr. Kr)). Apolonije je prvi uvidio da se na
jednom te istom stoScu — bio on kos ili uspravan,
Siljast ili tup — mogu u presjeku s ravninama po-
lozenim pod razli¢itim kutovima dobiti sve tri konike
—elipsa, parabola i hiperbola. Njegovo djelo o ko-
nikama sastoji se od 8 knjiga. On je prvi i nadjenuo
nazive elipsi, hiperboboli i paraboli — vise o tome
pogledajte na
http://www.normala.hr/interaktivna_
matematika/elipsa pod Povijesne crtice, Pori-
jeklo imena. Papo iz Aleksandrije (290. pr. Kr. —
350. pr. Kr) uvodi pojam fokusa i direktrise. Upra-
Vo ova svojstva ¢e kasnije dubrovacki matematic¢ar
Ruder Boskovi¢ (1711, —1787.) iskoristiti u svojem
radu koji je objavljen u djelu Sectionum conicarum
elementa (Rim, 1764.)

Konike u renesansi

Zanimanije za konike je zamrlo sve do renesanse,
kada raste interes zbog razvitka optike, astrono-
mije i umjetnosti. Dok je Kopernik smatrao da se
nebeska tijela gibaju po kruznicama, Johanes Ke-
pler (1571. - 1630.) tvrdi da se gibaju po eliptickim
putanjama oko Sunca koje je u jednom fokusu ko-
nike. Kepler razlikuje pet vrsta konika: kruznicu,
elipsu, parabolu, hiperbolu i pravac. Tvrdi da se
jedna krivulja moZze dobiti iz druge neprekidnim mi-
jenjanjem. Pravac i parabola su dva ekstremna ob-
lika hiperbole, a parabola i krug su dva ekstremna
oblika elipse.

Zacetnikom modernog poimanja krivulja, pa tako
i konika, smatra se René Descartes, koji 1637.
godine objavijuje dielo La Géomeétrie. Descar-
tes je shvatio krivulie kao geometrijsko mijesto
to¢aka kojima koordinate zadovoljavaju odredenu
jednadzbu. Na taj se nacin danas u nastavnim pro-
gramima matematike obraduju konike. Ono je op-
reéno grckom shvacanju konika kao jedne cjeline.
ViSe o elipsi mozete pogledati na ve¢ spomenutoj
internetskoj stranici udruge Normala pod temom
interaktivna matematika.

Papo-Boskovi¢eva definicija konika: (pogledaj-
te aplet na http://www.normala.hr/intera
ktivna matematika/elipsa pod Povijesne cr
tice, Boskovicev pristup).

Neka je € realan pozitivan broj, F' ¢vrsta tocka rav-
nine i d Cvrsti pravac te ravnine. Skup svih to¢aka
T za koje je omjer udaljenosti to¢ke od F i toCke
od d konstantan i jednak broju €

ITF|: |Td| = ¢

je krivulja drugog reda i to:
e 7z7a(0 < € < 1 elipsa,

e za ¢ = 1 parabola,

e za € > 1 hiperbola.

Presjeci stozaste plohe |
ravnine

Kruznica, elipsa, hiperbola i parabola zovu se ko-
nike jer se javljaju kao presjeci stozaste (konusne)
plohe i ravnine (vidi sliku 2). Na slici je nacrtana
stozasta ploha s vrhom u tocki V. Ako ravnina pro-
lazi vrhom V, tada ¢e presjek biti samo tocka V
ili dvije izvodnice stoSca. Ako ravnina ne prolazi
vrhom V| tada vrijedi:

1) ako je ravnina okomita na os stoSca, njezin pre-
sjek s plohom je kruznica,

2) ako ravnina nije okomita na os stoSca i sijeCe
sve izvodnice, presjek ¢e biti elipsa (ravnina R),

3) ako je ravnina paralelna s jednom izvodnicom,
presjek ¢e biti parabola (ravnina S),

4) ako je ravnina paralelna s dvije izvodnice, pres-
jek e biti hiperbola (ravnina T).

Stari Grei bili su svjesni ovih Cinjenica, ali strogi
matematicki dokaz nacinjen je pomocu kugli upi-
sanih u stozastu plohu. Otkrivene su 1822. g. Na-
zvane su Dandelinovim kuglama u Cast belgijskog
matematicara, Germinala Pierre Dandelina (Dand-
lena) (1794. — 1847.), iako je svoj doprinos dao i
Adolphe Quetelet, takoder Belgijanac. Dandelin je
stoZastu plohu presjekao ravninom 7 koja ne pro-
lazi njenim vrhom. Zatim je upisao kugle tako da
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Slika 2.

one diraju stozastu plohu (u kruznici) i ravninu (u
tocki). Dokazao je da su presjeci stozaste plohe i
ravnine konike, a to¢ke u kojima kugle diraju rav-
ninu, zarista pojedinih konika. Takoder je pokazao
da su pravci, u kojima ravnina 7 presijeca ravninu
dodirne kruznice, ravnalice (direktrise).

Elipsa

Izaberimo ravninu 7 koja sijee sve izvodnice i 0s
stoSca pod kutom koji nije pravi (kao u gore spo-
menutom slu¢aju 2). Ona presijeca stozastu plohu
u krivulji E. Postoje dvije kugle koje iznutra dodiru-
ju uspravnu stoZastu plohu i ravninu 7, a nalaze se
na suprotnim stranama ravnine 7 (vidi sliku 3). Oz-
nacCimo sfere (kugline plohe) sa S; i S,, a kruznice
u kojima stozasta ploha dodiruje te sfere s Ry i R».
Izaberimo bilo koju izvodnicu sto$ca, neka ona di-
ra krivulju E u to¢ki P, kruznicu Ry u tocki Q, a
kruznicu Ry u tocki T. Tocke u kojima kugle do-
diruju ravninu 7 oznac¢imo s F; i F,. Kako su na
svim tangentama iz iste toCke na istu kuglu uda-
lienosti izmedu te toCke i dirali$ta jednake, vrijedi
|PF,| = |PQ)|, odnosno |PF,| = |PT|. Zato je
|PF\| + |PFa| = [QP| + |PT| = |QT|. |OT] je
konstanta jer ne ovisi o izboru tocke P. Zato je kri-

Slika 3.

vulja E elipsa sa zaristima u F i F, te velikom osi
koja je jednaka udaljenosti kruznica Ry i R;.

Hiperbola

Izaberimo ravninu 7 koja sijeCe sve izvodnice osim
dviju s kojima je paralelna (kao u spomenutom
slu¢aju 4). Ona presijeca stozastu plohu u kri-
vulii H. Obje Dandelinove kugle diraju ravninu
7 s iste strane. Opet uvedimo oznake kao i u
prethodnom slucaju: dodirne tocke kugli i ravni-

Slika 4.
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ne 7 su Fy i F,, proizvolina izvodnica VP stoSca
neka dira sferu S; u tocki Q a S u tocki T (vi-
di sliku 4). Vrijedi (kao i u prethodnom slucaju
|PFi| = |PQ|, odnosno |PF,| = |PT|, pa je
PF\| — |PF,| = |PQ| — |PT| = |QT]|. Ova
udaljenost takoder ne ovisi o izboru tocke P pa
je konstantna, i H je hiperbola sa zaristima u F i
F.

Parabola

Ako na slici 3 nagib ravnine 7 prema horizontalnoj
ravnini raste, srediste donje kugle udaljava se od
vrha V a kugla postaje sve veca. U trenutku kada
ta ravnina postane paralelna s jednom izvodnicom
(a sve ostale izvodnice sijece) preostaje samo jed-
na Dandelinova kugla. Dodirna tocka te kugle s
ravninom 7 neka je F. Oznac¢imo s k kruznicu
u kojoj kugla dira stozac. Srediste druge kugle i
njena dodirna tocka “otiSle” su beskonacno dale-
ko. Odaberimo na presjecnoj krivulji p bilo koju
to¢ku P. Izvodnica PV dira kuglu u tocki T (vidi
sliku 5). Vrijedi |PF| = |PT| = |BA|. Izvodnica
SB nalazi se na osnom presjeku koji sadrZi sre-
diste Dandelinove kugle, vrh stozaste plohe i tocku
F. Ravnina 7 je paralelna izvodnici SB. Na pres-
je€nici spomenutog osnog presjeka i ravnine 1 je
pravac $to sadrzi duzinu DC i vrijedi |BA| = |DC|.
Oznacimo s d presjek ravnine 7 i horizontalne rav-
nine koja sadrzi kruznicu k. Kut izmedu pravaca
DC i d je pravi (jer je spojnica sredista Dandeli-
nove kugle s F' okomita na tangencijalnu ravninu

Slika 5.

7 pa tako i na svaki pravac koji toj ravnini pripa-
da). Ako napokon translatiramo DC u PN, vrijedi
|PF| = |PT| = |BA| = |DC| = |PN|. Dakle,
udaljenost bilo koje tocke P presje€ne krivulje p
do jedne ¢vrste toCke (F) jednaka je udaljenosti te
tocke do jednog cvrstog pravca (d) pa se radi o
paraboli.

Pove¢avamo li dalje kut ravnine 7 u odnosu na
horizontalnu ravninu, ravnina 7 ¢e sjec¢i gornji dio
stozaste plohe, te ¢e u presjeku biti hiperbola. Pa-
rabola je dakle prelazni sluCaj izmedu elipse i hi-
perbole.

1ovo!

A. M. Legendre
ELEMENTI GEOMETRIJE

Matematicki klasik je ovim prijevodom dostupan i na
hrvatskom jeziku. | danas je suvremeno djelo zahvaljujuéi
metodi¢koj izvrsnosti, originalnosti i majstorstvu autora,
koji se nalazi medu prvih stotinu najveéih matemati¢ara
svih vremena.
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